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Введение

Общая характеристика работы.
Задачи игровой динамики являются адекватными моделями конку-

рентных ситуаций, возникающих в экономических системах. В связи с
этим анализ таких задач привлекал внимание многих исследователей в
России и за рубежом. Особый интерес вызывает построение таких кон-
струкций в игровых моделях, которые, с одной стороны, объясняют меха-
низмы взаимодействий участников, а, с другой стороны, имеют строгие
математические обоснования, связанные с теоремами существования ре-
шений, построением алгоритмов поиска равновесия и доказательством
их сходимости. Важным элементом в части разработки алгоритмов яв-
ляется возможность правильной интерпретации их шагов с предметной
точки зрения. Отметим в связи с этим, что теория игр является стреми-
тельно развивающейся отраслью математики в многочисленных научных
школах. Представленная диссертационная работа выполнена в рамках
методов и подходов, разрабатываемых в Уральской школе оптимального
управления, созданной Н.Н.Красовским. Основные результаты диссерта-
ции получены на основе конструкций позиционных стратегий игроков.
Качественной особенностью работы является развитие этих конструкций
в рамках идеи декомпозиции алгоритмов поиска равновесия. В работе
рассмотрены модели аукционов и биматричных игр, для которых пред-
ложены строгие решения и разработаны декомпозиционные алгоритмы
поиска равновесия. Все модели иллюстрируются конкретными игровы-
ми ситуациями, возникающими в экономических приложениях. Для этих
примеров проведена эконометрическая калибровка параметров игровых
моделей и построены динамические равновесные траектории. Показа-
но, что динамические равновесные траектории обладают лучшими каче-
ственными свойствами, чем решения статических игр.

Актуальность темы.
Современное состояние теории динамической оптимизации характе-

ризуется развитием алгоритмов построения оптимальных равновесных
траекторий в задачах оптимального управления и дифференциальных
играх в связи с востребованностью вычислительных методов в приклад-
ных задачах. Особый интерес к этой теме имеется в задачах механики,
теории управления движением, инженерных и технических науках, нау-
ках об окружающей среде, экономики и финансовой математики. Акту-
альность темы подтверждается возрастающим потоком научных публи-
каций по алгоритмам и вычислительным методам решения задач теории
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управления и дифференциальных игр в российских и зарубежных изда-
ниях.

Математический аппарат диссертационной работы основан на мето-
дах теории оптимального управления и конструкциях обобщенных ре-
шений уравнений Гамильтона-Якоби, развиваемых в школе Н.Н. Кра-
совского. Основу этого аппарата составляют понятия стабильных мо-
стов, введенных в рамках строгой формализации задач управления в
условиях неопределенности в работах Н.Н. Красовского и А.И. Суббо-
тина [62]. В работе используются подходы к построению динамических
равновесных решений в неантагонистических позиционных дифференци-
альных играх, развитые в монографии А.Ф. Клейменова [44] на основе
конструкций универсальных позиционных стратегий Н.Н. Красовского.
Для построения аналитических решений в эволюционных играх в рам-
ках подхода, предложенного А.В. Кряжимским и Ю.С. Осиповым [65],
применяются дифференциальные неравенства, определяющие обобщен-
ные минимаксные решения уравнений Гамильтона-Якоби в монографии
А.И. Субботина [95]. Используются конструкции принципа максимума
Л.С. Понтрягина [90] и его модификации для задач с бесконечным гори-
зонтом, развитые в работах С.М. Асеева и А.В. Кряжимского [10].

В аспекте развития теории оптимального управления и теории диф-
ференциальных игр существенными являются работы С.М. Асеева [10],
Р.В. Гамкрелидзе [26], М.И. Зеликина [37], А.В. Кряжимского [10, 65],
А.Б. Куржанского [66–68], П. Варайя [186], А.А. Меликяна [74], П. Бер-
нарда [140], Е.Ф. Мищенко [76], Ю.С. Осипова [82], Б.Н. Пшеничного [91],
Н.Н. Субботиной [99,100], В.Е. Третьякова [106], В.Н. Ушакова [108–111],
А.Г. Ченцова [115], Ф.Л. Черноусько [116–118], В.И. Бердышева [13],
Р.Айзекса [4], Р. Беллмана [12], Л. Берковица [139], Р.Е. Калмана [172],
М.Дж. Крэндалла [149], В. Лакшмикантама [187], Дж. Лейтмана [70],
П.-Л. Лионса [189], Ж.П. Обэна [128, 129], В. Флеминга [158], А. Фрид-
мана [159], А. Брайсона и Хо Ю-Ши [18].

Значительный вклад в развитие методов теории оптимального управ-
ления и дифференциальных игр внесли Э.Г. Альбрехт [5], Б.И. Ана-
ньев [6], И.М. Ананьевский [7], А.В. Арутюнов [9], В.Д. Батухтин [11],
Ю.И. Бердышев [14], В.И. Благодатских [15], Н.Н. Болотник [16], В.Г.
Болтянский [17], С.А. Брыкалов [19], Ф.П. Васильев [22], Р.Ф. Габасов
[25], Н.Л. Григоренко [28], М.И. Гусев [30], А.А. Давыдов [32], А.В. Дмит-
рук [34], В.И. Жуковский [35], С.Т. Завалищин [36], А.Д. Иоффе [39],
Ф.М. Кириллова [25], А.В. Ким [42], А.Ф. Клейменов [44], В.Б. Кол-
мановский [7], А.И. Короткий [46], В.Б. Костоусов [13], Е.К. Костоусо-
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ва [47], А.А. Красовский [48], А.Н. Красовский [49], Ю.С. Ледяев [69],
М.И. Логинов [190], Н.Ю. Лукоянов [71], В.В. Мазалов [72], В.И. Макси-
мов [73], А.А. Милютин [75], М.С. Никольский [78,79], О.И. Никонов [80],
А.И. Овсеевич [81], В.С. Пацко [83], А.Г. Пашков [200], Н.Н. Петров [84],
Л.А. Петросян [85], В.Г. Пименов [86], Е.С. Половинкин [87], С.А. Реш-
мин [23], Д.А. Серков [93], А.Н. Сесекин [94], В.В. Стружанов [20],
А.М. Тарасьев [101–103], Г.А. Тимофеева [104], В.М. Тихомиров [39],
Е.Л. Тонков [105], В.И. Ухоботов [107], Т.Ф. Филиппова [113], А.А. Чи-
крий [35], С.В. Чистяков [120], А.Ф. Шориков [123], М. Барди [133, 134],
Е.Н. Баррон [136], А. Бенсусан [138], Дж. Варга [21], И.К. Дольчет-
та [151], М. Ишии [170], Р. Йенсен [136], П.В. Кокотович [146], Е. Рок-
син [204], П.Е. Соуганидис [208], М. Фальконе [155], Л. Чезаре [144],
Ф.Е. Удвадиа [217] и многие другие ученые.

Важное место в диссертации занимают декомпозиционные алгорит-
мы поиска равновесных решений в динамических неантагонистических
играх. Эти исследования осуществляются в рамках теории эволюцион-
ных игр, в частности, на основе подходов, развитых в работах Н.Н. Во-
робьева [24], А.В. Кряжимского и Ю.С. Осипова [65], Л.А. Петросяна и
В.В. Мазалова [201], Р. Аксельрода [132], Т. Башара и Дж. Олсдера [137],
У. Зангвилла и Ч. Гарсиа [222], Ю.М. Каниовского и Х.П. Янга [173],
А. Нентьеса [193], С. Смэйла [207], Д. Фридмана [160], Д. Фуденберга
и Д. Крепса [161], Дж. Хофбауэра и К. Зигмунда [167], Х. Эхтамо и
Р.П. Хамалайнена [152].

Большое внимание в диссертации уделяется построению обобщен-
ных минимаксных решений уравнений Гамильтона-Якоби на основе кон-
струкций дифференциальных неравенств для производных по направле-
нию и сопряженных производных, разработанных в трудах А.И. Суббо-
тина [95–98].

Результаты диссертации существенным образом опираются на ме-
тоды теории выживаемости, развитые в работах Ж.П. Обэна [128, 129].
Важную роль в направлении разработки численных методов постро-
ения множеств достижимости управляемых систем играют исследова-
ния В.Н. Ушакова и его сотрудников [108–111]. Отметим здесь работы
А.Б. Куржанского, М.С. Никольского, Е.С. Половинкина, Ф.Л. Черно-
усько и их сотрудников по оценке областей достижимости динамических
систем (см. [66,67,78,87,116]).

Модели математической экономики и финансовой математики слу-
жат важными приложениями для теории игр. В последнее время уве-
личился интерес к динамическим постановкам игровых задач в науках
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по окружающей среде, в моделях игровых взаимодействий участников
рынка и теории инвестиций. Этому направлению посвящены работы ла-
уреатов Нобелевской премии К. Эрроу, Л.В. Канторовича, Т. Шеллинга,
Р. Ауманна, Л. Шепли (см. [126,130,174,206]).

Прикладным аспектам теории игр в моделях экономики окружа-
ющей среды посвящены труды Т. Купманса [175], У. Нордхауса [195],
Ф. Вирла [221], А. Нентьеса [193], М. Хойля [166], П. Чандера и Х. Тул-
кенса [145].

Финансовые составляющие игровых моделей отражены в работах
Нобелевских лауреатов Г. Марковица [192] и У. Шарпа [121]. Важные
вопросы динамики финансовых потоков, используемые в диссертации,
представлены в работах Л. Крушвица [64] и Е.М. Четыркина [119].

Прикладными задачами теории динамических игр занимаются та-
кие известные специалисты по оптимальному управлению как Дж. Лейт-
ман [70, 143], Ф. Удвадиа [217], Л. Ламбертини [188], С. Пикль [176] и
К. Дейссенберг [150]. Отметим здесь также работы финского экономи-
ста Т. Палокангаса [199] по проблематике игрового равновесия в моделях
экономического роста.

Диссертационная работа связана с развитием методов теории опти-
мального управления и дифференциальных игр школы Н.Н. Красовско-
го и приложениями динамических игровых конструкций к упомянутым
актуальным вопросам экономического моделирования, теории инвести-
ций и защиты окружающей среды.

Цель работы.
Целью работы является разработка алгоритмов построения равно-

весных траекторий в динамических некооперативных играх. Основу ал-
горитмов составляют декомпозиционные свойства стратегий управления
и обмена информацией, которые обеспечивают конструктивные возмож-
ности по реализации этих алгоритмов в практических приложениях. В
работе демонстрируется эффективность гарантированного минимаксно-
го подхода в построении стратегий управления Н.Н. Красовского и ме-
тодов теории обобщенных решений уравнений Гамильтона-Якоби для
конструирования функций цены в задачах с конечным и бесконечным
горизонтом. Важной составляющей исследования является анализ ка-
чественных свойств равновесных траекторий, порожденных декомпози-
ционными стратегиями управления. Разработанные декомпозиционные
стратегии управления обеспечивают сдвиг решений от классических рав-
новесий по Нэшу к равновесным решениям с лучшими показателями ка-
чества. Алгоритмы доведены до программных комплексов, работа кото-
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рых продемонстрирована на динамических моделях экономики и теории
инвестиций.

Методы исследования.
В работе используются методы теории дифференциальных игр, раз-

рабатываемые в школе Н.Н. Красовского. Для построения динамики мо-
делей используются подходы из теории эволюционных игр для больших
групп популяций. Применяются конструкции теории исследования опе-
раций, выпуклого и негладкого анализа. Особую роль в исследованиях
выполняют методы, основанные на свойствах дифференциальных нера-
венств в теории обобщенных решений уравнений Гамильтона-Якоби.

Научная новизна.
В работе разработаны алгоритмы построения равновесных траекто-

рий в динамических играх, которые сдвигают решения от классических
равновесий по Нэшу к равновесным решениям с лучшими значениями
функционалов. В задаче аукционного типа такой сдвиг осуществляется
в направлении Паретовского множества. Показано, что этот сдвиг вы-
деляет равновесные решения на Паретовском множестве, которые обла-
дают как кооперативными свойствами точек Парето, так и декомпози-
ционными свойствами точек Нэша. Для эволюционных игр построены
равновесные решения на основе гарантированного минимаксного подхо-
да Н.Н. Красовского. Установлено, что предлагаемые равновесные ре-
шения обладают лучшими свойствами по значению функционалов, чем
классические решения эволюционных игр и статических игр.

Теоретическая и практическая ценность.
Теоретические результаты, полученные в работе, ориентированы на

построение стратегий управления с декомпозиционными свойствами в
динамических некооперативных играх. Декомпозиционные свойства под-
разумевают независимый выбор управляющих воздействий игроками, с
одной стороны, и учет минимального обмена информацией для сдвига ре-
шения от классических равновесий по Нэшу к равновесным решениям с
лучшими значениями функционалов выигрыша, с другой стороны. Такие
декомпозиционные свойства предполагают реалистичное использование
предлагаемых стратегий управления в практических моделях экономики
и финансовой математики. Особый интерес представляет анализ каче-
ственных свойств разработанных равновесных решений. Предлагаемый
подход доведен до конкретных алгоритмов построения равновесных тра-
екторий, которые реализованы в комплексах программ и работа которых
продемонстрирована в конкретных приложениях для моделей торговли
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снижениями эмиссий, моделей инвестиций в ценные бумаги и моделей
производственных инвестиций в крупные проекты.

Апробация работы.
Основные результаты диссертации докладывались на международ-

ных и всероссийских конференциях: XVI Уральская международная кон-
ференция молодых ученых по приоритетным направлениям развития на-
уки и техники (Уральского государственного технического университета-
УПИ, г. Екатеринбург, 24–25 мая 2009 г.); Международная конферен-
ция “Актуальные проблемы теории устойчивости и управления” (APSCT’
2009) (Институт математики и механики УрО РАН, г. Екатеринбург, 21–
26 сентября 2009 г.); научный семинар “Проблемы динамического управ-
ления” кафедры оптимального управления факультета вычислительной
математики и кибернетики Московского государственного университета
им. М.В. Ломоносова (г. Москва, 12–15 октября 2010 г.); Международная
конференция “Динамика систем и процессы управления” (SDCP’2014)
(Институт математики и механики им. Н.Н. Красовского УрО РАН, г.
Екатеринбург, 15–20 сентября 2014 г.). Результаты обсуждались также
на научных семинарах отдела динамических систем Института матема-
тики и механики им. Н.Н. Красовского УрО РАН; на научных семинарах
кафедры анализа систем и принятия решений Уральского федерального
университета им. первого Президента России Б.Н. Ельцина; на научных
семинарах кафедры информационных технологий и математического мо-
делирования Уральского государственного аграрного университета.

Публикации.
Основные материалы диссертации опубликованы в семи работах. Из

них три публикации из списка ВАК [51,52,55], одна публикация в сборни-
ке научных трудов МГУ [54], одна публикация в трудах международной
конференции молодых ученых [50] и два тезиса докладов [53,56]. В сов-
местных работах [51,52,54,55] научному руководителю А.М. Тарасьеву и
А.В. Кряжимскому принадлежат постановки задач, а основные резуль-
таты получены автором.

Структура и объем работы.
Диссертация состоит из введения, двух глав и списка литературы.

Главы разбиты на параграфы. Нумерация утверждений и формул про-
изводится по параграфам. Объем работы составляет 127 страниц текста.
Библиография содержит 222 наименования.

Основное содержание работы.
В первой главе диссертации рассматривается модельная конструк-

9



ция, синтезирующая математическую модель некооперативных игр, и
экономическую модель “торговли” аукционного типа. Предлагается ре-
шение, которое сдвигает равновесную ситуацию по Нэшу в игре к точ-
кам, лежащим на паретовском множестве. Такой сдвиг осуществляется
в рамках декомпозиционного алгоритма по обмену информацией между
участниками. На верхнем уровне конструкции аукционер вырабатыва-
ет систему цен для участников аукциона. На нижнем уровне участники
оптимизируют свои функции выигрыша при заданной цене и сообщают
свой оптимальный ответ аукционеру. В итерационной процедуре алго-
ритма участники находят новое равновесное состояние на паретовском
множестве. Следует подчеркнуть, что обмен информацией между участ-
ником и аукционером производится независимо от других участников
аукциона, и это обстоятельство выражается в закрытости информации
по индивидуальным ценам. Предложенная конструкция иллюстрируется
переговорным процессом по снижению промышленных эмиссий.

Первая глава состоит из параграфов 1-8.
В первом параграфе приводится описание модели. В этой модели в

качестве затрат по снижению эмиссий выбраны квадратичные функцио-
налы, а для описания экологического эффекта служат логарифмические
функционалы. Функция полезности составляется как разность между
затратами и выгодой от снижения эмиссий. Выбран вариант игры двух
участников, одним из которых являются страны Восточной Европы, а
другим страны бывшего Советского Союза. Коэффициенты для функ-
ций затрат и функций экологического эффекта основаны на реальных
данных [153,216], значения которых показывают, что затраты по сниже-
нию эмиссий значительно различаются для игроков: для стран Восточ-
ной Европы затраты значительно дороже.

Во втором параграфе дается определение конкурентного равнове-
сия по Нэшу. Решается задача нахождения таких равновесий, которые
участники достигают максимизируя собственные функции полезности.

В третьем параграфе дается определение точек кооперативного мак-
симума по Парето. Рассматривается задача поиска всех точек максимума
по Парето.

В четвертом параграфе приводится доказательство того, что в рас-
сматриваемой модели существуют точки максимума по Парето, домини-
рующие равновесие по Нэшу по всем критериям.

В пятом параграфе приводится определение рыночного равновесия.
Под рыночным равновесием понимается точка, лежащая в множестве
точек максимума по Парето. Такое равновесие обладает специальными
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декомпозиционными свойствами и достигается участниками в пошаговой
процедуре обмена информацией.

В шестом параграфе представлено аналитическое решение постав-
ленной задачи нахождения рыночного равновесия. Результаты реализо-
ваны в программе MATLAB. Приведена графическая иллюстрация ре-
шения для реальных данных. Такое аналитическое решение может слу-
жить в качестве теста для верификации численных алгоритмов поиска.

В седьмом параграфе рассматриваются вычислительные алгоритмы
поиска точек рыночного равновесия. Следует отметить, что разработан-
ные алгоритмы примыкают к теории позиционных дифференциальных
игр [62, 179], включая раздел неантагонистических позиционных диф-
ференциальных игр [44]. Они используют элементы дифференциально-
эволюционных игр [65,161,168,173,183,196,207].

В восьмом параграфе представлено доказательство локальной устой-
чивости рыночного равновесия для динамики алгоритма. Доказатель-
ство основано на проверке критерия Сильвестра для матрицы Якоби
правой части динамической системы.

В работе разработаны алгоритмы для модели аукциона. Они реали-
зованы в комплексе программ в среде MATLAB. Важной составляющей
алгоритмов является интегрирование нелинейных систем дифференци-
альных уравнений декомпозиционного типа. В вычислительной части
выполнен ряд модельных экспериментов и проведено сравнение резуль-
татов предложенных алгоритмов и аналитических решений. Сравнение
показывает высокую точность численного метода, который дает резуль-
таты, практически идентичные аналитическому решению.

Во второй главе рассматривается модель эволюционной игры с нену-
левой суммой между двумя группами участников в рамках теории диф-
ференциальных игр [179,180]. Используются идеи и подходы неантагони-
стических дифференциальных игр [44]. Рассматриваются конструкции и
методы анализа эволюционных игр, предложенные в работе [65]. Внима-
ние сконцентрировано на построении динамического равновесия по Нэшу
с гарантирующими стратегиями игроков, которые максимизируют соот-
ветствующие функции выигрыша. Строятся разрешающие траектории,
которые дают результат, лучший по сравнению с классическими моделя-
ми, например, моделями с репликаторной динамикой [167].

Вторая глава состоит из параграфов 9-14.
В девятом параграфе рассматривается эволюционная игра с нену-

левой суммой с биматричными функционалами выигрыша на бесконеч-
ном интервале времени. Для построения эволюционно-игровой динамики
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используется дифференциально-игровой подход, разработанный в рабо-
тах А.В. Кряжимского и Ю.С. Осипова [65]. Дается описание динами-
ки для больших групп участников в виде дифференциальных уравнений
А.Н. Колмогорова. Обосновывается возможность управления динамикой
для каждой из групп игроков. Управляющие параметры интерпретиру-
ются как сигналы участникам групп по изменению стратегий поведе-
ния. Функционалы выигрыша коалиций определяются на траекториях
системы дифференциальных уравнений игры в виде предельных значе-
ний средних биматричных выигрышей на бесконечном горизонте.

Для построенной эволюционной игры обсуждается понятие дина-
мического равновесия по Нэшу. Это понятие основано на конструкциях
дифференциальных игр, предложенных в работах Н.Н. Красовского и
А.И. Субботина [62] и развитых А.Ф. Клейменовым для неанагонисти-
ческих дифференцальных игр [44]. В основе динамического равновесия
лежат решения дифференциальных игр с нулевой суммой. Равновесная
траектория игры строится на основе гарантирующих стратегий, которые
максимизируют собственные функционалы выигрыша. При этом, страте-
гии, которые минимизируют функционалы выигрыша противника, слу-
жат в конструкции динамического равновесия по Нэшу как стратегии
наказания.

В десятом параграфе рассматриваются вспомогательные дифферен-
циальные игры с параметрическим терминальным функционалом платы.
На основе метода характеристик для уравнений Гамильтона-Якоби стро-
ятся функции цены для терминальных дифференциальных игр. Решения
параметрического семейства терминальных дифференциальных игр по-
лучены аналитически в виде кусочно-гладких конструкций. Для поверх-
ностей негладкой склейки функции цены проверяются дифференциаль-
ные неравенства для производных по направлению из работы А.И. Суб-
ботина [95] и сопряженных производных из работы А.И. Субботина и
А.М. Тарасьева [98].

В одиннадцатом параграфе рассматривается дифференциальная иг-
ра с мультитерминальным функционалом выигрыша на бесконечном го-
ризонте. Дается описание равновесного решения для игры с мульти-
терминальным функционалом. Для конструктивного построения реше-
ния дифференциальной игры с мультитерминальным выигрышем ис-
пользуется нижняя оболочка параметрического семейства терминальных
функций цены. Для корректного обоснования того факта, что нижняя
оболочка терминальных функций цены является решением мультитер-
минальной игры на бесконечном горизонте, проверяются свойства u-
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стабильности и v-стабильности этой оболочки на основе дифференциаль-
ных неравенств из теории обобщенных решений уравнений Гамильтона-
Якоби.

В двенадцатом параграфе из функций цены мультитерминальных
задач выделяются гарантирующие стратегии управления по принци-
пу обратной связи и дается их аналитическое описание. Доказываются
утверждения, обосновывающие тот факт, что траектории, порожденные
гарантирующими стратегиями, обеспечивают результат для функцио-
налов выигрышей на бесконечном горизонте, не худший, чем значения
статической биматричной игры.

В тринадцатом параграфе на основе построенных решений мульти-
терминальных дифференциальных игр генерируется конструкция дина-
мического равновесия в смысле подхода А.Ф. Клейменова [44]. Анали-
зируется структура динамического равновесия и исследуются свойства
траекторий, порожденных гарантирующими стратегиями управления.

В четырнадцатом параграфе рассматриваются модели динамиче-
ских биматричных игр и строятся их решения на основе предложенного
подхода.

В первой модели анализируется ситуация с одним статическим рав-
новесием по Нэшу. Характерной конструкцией такой ситуации является
игра на финансовых рынках акций и облигаций. Игроки представлены
поведением торговцев, которые играют на повышение курса и называют-
ся “быками”, и торговцев, которые играют на понижение курса и называ-
ются “медведями”. Параметры матриц в этой игре означают доходность
акций и облигаций, выраженную в виде процентных ставок.

Показано, что равновесные траектории в этой модели сходятся к
точке пересечения линий переключения гарантирующих стратегий. Эта
точка пересечения существенно отличается от точки статического рав-
новесия по Нэшу, и значение обоих функционалов выигрыша в это точке
пересечения лучше, чем в точке статического равновесия по Нэшу.

Во второй модели исследуется случай с тремя статическими равно-
весиями по Нэшу. Прототипом такой ситуации служат коордиционные
игры. В таких играх функции выигрышей игроков не являются прямо
противоположными и подразумевают скоординированные решения. На-
пример, такая ситуация описывает процесс инвестирования двумя участ-
никами рынка в два проекта.

В этом случае, в отличие от предыдущей модели, точка пересече-
ния линий переключения гарантирующих стратегий имеется, но она не
является точкой притяжения равновесных траекторий. При этом равно-
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весные траектории, скользя по линиям переключения, сходятся к гра-
ницам квадрата игры. Значения функционалов выигрыша в точках за-
вершения динамики равновесных траекторий лучше, чем значения этих
функционалов в точке среднего статического равновесия по Нэшу. Что
же касается значений функционалов в точках статического равновесия,
расположенных в вершинах квадрата, то здесь нет однозначного доми-
нирования в сравнении с точками завершения динамики равновесных
траекторий.

Основные результаты диссертации.

1. Для игровой задачи аукционного типа дано определение рыночно-
го равновесия, сочетающего свойства точек максимума по Парето
и декомпозиционную конструкцию равновесия по Нэшу. Доказано,
что в рассматриваемой игре имеются точки максимума по Парето, в
том числе точка рыночного равновесия, которые доминируют точку
равновесия по Нэшу по всем критериям.

2. Разработаны аналитические методы оценки и вычислительные ал-
горитмы построения рыночного равновесия. Доказано свойство ло-
кальной устойчивости рыночного равновесия для вычислительных
алгоритмов. Проведено сравнение результатов вычислительного ал-
горитма со значениями аналитического метода, которое демонстри-
рует высокую точность предложенных конструкций.

3. Для биматричных эволюционных игр анализируется понятие дина-
мического равновесия по Нэшу, которое основано на конструкци-
ях дифференциальных игр, предложенных в работах Н.Н. Красов-
ского и А.И. Субботина и развитых А.Ф. Клейменовым для неа-
нагонистических дифференцальных игр. Максимизирующие стра-
тегии игроков синтезируются из функций оптимального гарантиро-
ванного результата, которые, в свою очередь, конструируются в рам-
ках методов теории обобщенных решений уравнений Гамильтона-
Якоби, предложенных А.И. Субботиным. На основе максимизиру-
ющих стратегий разработаны вычислительные алгоритмы построе-
ния равновесных траекторий в биматричных эволюционных играх.

4. Доказано, что траектории, порожденные максимизирующими стра-
тегиями, обеспечивают результат для функционалов выигрышей иг-
роков в биматричной эволюционной игре на бесконечном горизонте,
не худший, чем значения биматричной статической игры. Построе-
ны равновесные траектории для динамических моделей инвестиций.

14



Работа поддержана грантом Российского фонда фундаментальных
исследований 11–01–00427–a “Алгоритмы и динамические процедуры ре-
шения в дифференциальных играх и задачах управления”; грантом госу-
дарственной поддержки ведущих научных школ Президента Российской
Федерации НШ–5927.2012.1 “Исследование задач управления сложными
динамическими системами, дифференциальных игр, обобщенных реше-
ний уравнений в частных производных. Применение разработанных ме-
тодов и алгоритмов динамической оптимизации в задачах прикладного
моделирования”; программой Президиума Российской Академии Наук №
29 “Динамические системы и теория управления” в рамках проекта УрО
РАН 12–П–1–1002 “Управление в условиях конфликта и неопределен-
ности. Позиционные стратегии и гамильтоновы конструкции в задачах
управления”; Международным институтом прикладного системного ана-
лиза (IIASA).

15



Глава I
Динамическая модель поиска равновесных
состояний для систем с информационным обменом

В работе рассматривается игровая модель, связанная с нахождением то-
чек равновесия специального вида. Такие равновесные точки обладают
как конкурентными, так и кооперативными свойствами. Рассматривае-
мая постановка имеет основание в реальных экономических процессах, в
которых поиск равновесия производится при обмене информацией меж-
ду игроками. Например, к такой постановке относится проблема нахож-
дения обменного равновесия между агентами, которые производят и по-
требляют общественные блага. Другим примером может являться пере-
говорный процесс аукционного типа. В этих процессах оценки и произ-
водственные стоимости каждого из агентов неизвестны другим. Каждый
игрок может только сотрудничать, участвуя в производстве обществен-
ного блага (сотрудничество в виде денежного платежа не допускается).
В качестве примера можно указать события в Нидерландах, где жители
местности, находящейся под угрозой затопления, объединили усилия в
сооружении плотин. В качестве другого примера можно привести много-
сторонние переговоры об обоюдном разоружении. Важным примером яв-
ляются переговорные процессы по снижению эмиссий вредных веществ
в атмосферу. Рассматриваемая модель примыкает к постановке задач
теории неантагонистических игр [24,27,132,137,168,222].

В данной работе внимание главным образом сконцентрировано на
международном сотрудничестве по защите окружающей среды. Многие
сотрудничества такого рода имеют форму соглашений между правитель-
ствами стран по обоюдному снижению эмиссий парниковых газов на
трансграничных территориях. Примерами могут служить Второй Про-
токол о сокращении выбросов серы (1994 год), Киотский Протокол (1997
год) и Копенгагенская конференция ООН по изменению климата (2009
год). Обязательства протоколов могут сильно варьироваться. Например,
во Втором Протоколе о сокращении выбросов серы - снижение к 2010
году совокупного среднего уровня выбросов на 87% относительно 1980
года. Цель же ограничений Киотского Протокола — снижение выбросов
к 2012 году на 5,2% по сравнению с уровнем 1990 года.

Такая разница в цифрах ставит вопрос, возможно ли разработать
процедуры для улучшения процесса переговоров, которые бы уточняли
параметры соглашений, приемлемые для всех участников.

В экономической теории в достаточной степени пренебрегают та-
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кого рода проблемами. В основном экономисты рассматривают вопрос
существования стимула для участия в соглашении. Такие выводы о со-
здании коалиции и ее стабильном состоянии обсуждаются в работе [135].
Более близки к вопросам нашего проекта работы [145, 191], в которых
предлагаются алгоритмы нахождения равновесных решений. Такие кон-
струкции определяют обязательства участников по снижению эмиссий.
Недостаток такого подхода состоит в том, что денежные трансферы меж-
ду участниками вовлечены в поиск кооперативного решения.

Наше внимание сконцентрировано главным образом на случае обо-
юдного трансграничного загрязнения, при котором страны “платят” друг
другу снижением эмиссий в качестве “услуги за услугу”. Случай торговли
обоюдным снижением эмиссий, который преобладает в реальной прак-
тике был исследован в работах [166, 193, 194]. При этом представлено
статическое кооперативное решение.

В теории игр аналогичные идеи можно найти в работе [152], в кото-
рой с помощью алгоритмов распределения была проанализирована про-
блема вычисления оптимальных решений Парето.

В настоящем исследовании представлена комбинация математиче-
ской модели некооперативных игр и экономической модели “торговли”
снижением эмиссий на аукционе. При таком подходе международные
переговоры по защите окружающей среды интерпретированы в качестве
многосторонней торговли между странами, при которой “товаром” явля-
ются снижения эмиссий каждой из сторон. Основная идея заключается
в том, что страна i желает снизить эмиссии на своей территории, лишь в
случае, если в обмен на это она получает достаточное снижение загряз-
нений, “импортированных” из соседних стран, i = 1, . . . , n. В процессе
каждая страна старается максимизировать свою функцию полезности, в
которой затраты на снижение эмиссий сбалансированы с пользой от эко-
логического эффекта. Экологический эффект увеличивается при сниже-
нии эмиссий всеми странами участниками международного соглашения.

В предложенной модели в качестве затрат по снижению эмиссий вы-
браны квадратичные функционалы, а для описания экологического эф-
фекта служат логарифмические функционалы. Функция полезности со-
ставляется как разность между затратами и выгодой от снижения эмис-
сий. Выбран вариант игры двух участников, одним из которых являются
страны Восточной Европы, а другим страны бывшего Советского Союза.
Коэффициенты для функций затрат и функций экологического эффекта
основаны на реальных данных [153,216], значения которых показывают,
что затраты по снижению эмиссий значительно различаются для игро-
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ков: для стран Восточной Европы затраты значительно дороже.
В диссертации дается определение конкурентного равновесия по Нэ-

шу. Решается задача нахождения таких равновесий, которые участники
достигают максимизируя собственные функции полезности. Приводит-
ся определение точек кооперативного максимума по Парето. Рассмат-
ривается задача поиска всех точек максимума по Парето. Приводится
доказательство того, что в рассматриваемой модели существуют точки
максимума по Парето, доминирующие равновесие по Нэшу по всем кри-
териям.

Важной конструкцией, используемой в диссертации, является опре-
деление рыночного равновесия. Под рыночным равновесием понимается
точка, лежащая в множестве точек максимума по Парето. Такое равно-
весие обладает специальными декомпозиционными свойствами и дости-
гается участниками в пошаговой процедуре обмена информацией.

Для случая двух игроков представлено аналитическое решение по-
ставленной задачи нахождения рыночного равновесия. Результаты реа-
лизованы в программе MATLAB. Приведена графическая иллюстрация
решения для реальных данных. Такое аналитическое решение может слу-
жить в качестве теста для верификации численных алгоритмов поиска.

Для общего случая рассматриваются вычислительные алгоритмы
поиска точек рыночного равновесия. Следует отметить, что разработан-
ные алгоритмы примыкают к теории позиционных дифференциальных
игр [62, 179], включая раздел неантагонистических позиционных диф-
ференциальных игр [44]. Они используют элементы дифференциально-
эволюционных игр [65, 161, 168, 173, 183, 196, 207]. Представлено доказа-
тельство локальной устойчивости рыночного равновесия для динамики
алгоритма. Доказательство основано на проверке критерия Сильвестра
для матрицы Якоби правой части динамической системы.

Алгоритмы сформулированы в виде элементов аукциона. Аукцион-
ный процесс можно представить в виде декомпозиционного алгоритма
поиска равновесия при дефиците информации (см. [66, 179, 218]). Аук-
ционер предлагает конкретные для каждой страны цены или обменные
курсы, которые определяют количественное снижение эмиссий на соб-
ственную территорию, которое страна i получит за счёт снижения соб-
ственных эмиссий на одну единицу. Страны-участники отвечают одно-
временно, указывая снижение эмиссий, которые они желают произвести,
за предлагаемую цену. В процессе аукционер имеет информацию о ко-
эффициентах перемещения эмиссий между странами-участниками. Он
использует их, чтобы перевести снижение эмиссий, предложенных стра-
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нами в итоговую загрузку конкретной страны загрязнениями. Аукционер
не имеет точной информации о функциях полезности стран-участников.
У него могут быть лишь грубые оценки темпов их роста. Аукционер учи-
тывает предложенные странами-участниками снижения эмиссий и за-
грузку загрязнением и сравнивает их с требуемыми. В случае большого
отклонения между “предложением” и “спросом” он предлагает новые це-
ны. Со своей стороны участники отвечают снижением эмиссий, опираясь
лишь на свои функции полезности. Алгоритмы реализованы в програм-
ме MATLAB. Важной составляющей алгоритмов является интегрирова-
ние нелинейных систем дифференциальных уравнений декомпозицион-
ного типа. Проведено сравнение результатов предложенных численных
алгоритмов и аналитических решений. Сравнение показывает высокую
точность численного метода, который дает практически идентичные ре-
зультаты аналитическому решению.

1. Описание модели

Рассматривается игровая модель, целью которой является сдвиг игро-
ков от некооперативного равновесия к кооперативному максимуму. Про-
тотипом такой задачи является модель торговли снижениями эмиссий
(см. [193]). В модели задействовано n игроков, которыми могут являть-
ся страны – участники соглашения, решающие проблему по снижению
эмиссий парниковых газов. Предполагается, что соглашение достигается
в процессе пошагового аукциона, которым управляет аукционер. Каждая
страна i контролирует собственную величину снижения эмиссий xi ≥ 0.
Страна i заинтересована в максимизации собственной функции полезно-
сти wi, которая задана формулой

wi(x) = −Ci(xi) +Bi

( n∑
j=1

ajixj

)
. (1.1)

Здесь символ x = (x1, . . . , xn) — полный вектор снижения эмиссий;
Ci(xi) — функция затрат страны i на снижение эмиссий xi; Bi

(∑n
j=1 ajixj

)
— функция экологического эффекта, который получает страна i благо-
даря общему снижению загрязнения

∑n
j=1 ajixj на ее территории, и aji

— коэффициент трансграничного переноса, т. е. часть промышленных
выбросов страны j , перенесенных на территорию страну i. Предпола-
гается, что aji > 0 и

∑n
j=1 ajixj ≤ 1. Считается, что функции затрат

Ci выпуклы и монотонно возрастают. Кроме того, предполагается, что
функции экологического эффекта Bi строго вогнуты и монотонно воз-
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растают, а также имеют уровень насыщения ȳi, который остается по-
стоянным в интервале [ȳi,∞). Считается, что функции Ci и Bi дважды
дифференцируемы, и выполняются следующие условия:

C ′
i(xi) > 0, C ′′

i (xi) ≥ 0 (xi ≥ 0),

B′
i(yi) > 0, B′′

i (yi) < 0 (0 ≤ yi < yi), B′
i(yi) = 0, (yi ≥ yi).

В силу этих условий функции полезности wi являются строго вогнутыми
функциями.

Процесс нахождения вектора снижения эмиссий x представляет-
ся как некооперативная игра с участием n-игроков (см. [24, 137, 152]).
Допустимые стратегии игрока i идентифицируются снижением эмиссий
xi ≥ 0. Предполагается, что при торговле снижениями эмиссий (на меж-
дународных переговорах) делегат от страны i полностью информирован
о матрице коэффициентов трансграничного переноса

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n

. . .
an1 an2 . . . ann

 , (1.2)

а также о функции полезности wi страны, которую он представляет.
Можно полагать, что он не имеет информации о функциях полезности
других стран.

Модель специфицируется для игровой ситуации между странами
Восточной Европы и странами бывшего Советского Союза. Для них
идентифицированы квадратичные [153] функции затрат

C1(x1) =
e1
2
x21 + c1,

C2(x2) =
e2
2
x22 + c2,

и логарифмические [216] функции экологического эффекта

B1(x1, x2) = d1 ln(a11x1 + a21x2),

B2(x1, x2) = d2 ln(a12x1 + a22x2).

Без ограничения общности рассуждений можно считать, что свобод-
ные члены функций затрат равны нулю

c1 = 0, c2 = 0.
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Коэффициенты при квадратичных членах в функциях затрат имеют
значения

e1 = 0.15, e2 = 0.0042.

Такая разница в значениях коэффициентов функций затрат объясняется
тем, что в странах Европейского Союза снижение эмиссий более затрат-
но, чем в странах бывшего Советского Союза.

Коэффициенты для функций экологического эффекта имеют зна-
чения

d1 = 1, d2 = 1.

Равное значение этих коэффициентов показывает, что все страны одина-
ково заинтересованы в улучшении экологической обстановки в результа-
те снижения эмиссий.

Для случая снижения эмиссий углекислого газа (CO2) транспорт-
ные коэффициенты можно считать единичными: a11 = a12 = a21 = a22 =
1, так что матрица транспортных коэффициентов (1.2) имеет вид

A =

(
1 1
1 1

)
. (1.3)

Пользуясь соотношением (1.1), представим полученные функции по-
лезности для этих стран (w1, w2) в виде

w1(x1, x2) = −e1
2
x21 − c1 + d1 ln(a11x1 + a21x2) =

= −0.075x21 + ln(x1 + x2),

w2(x1, x2) = −e2
2
x22 − c2 + d2 ln(a12x1 + a22x2) =

= −0.0021x22 + ln(x1 + x2).

(1.4)

2. Равновесие по Нэшу

Напомним определение равновесия по Нэшу.

Определение 2.1. Вектор снижения эмиссий xN = (xN1 , . . . , x
N
n )

является равновесием по Нэшу, если для него выполняется система
равновесных условий

max
xi≥0

wi

(
xN1 , . . . , xi, . . . , x

N
n

)
= wi

(
xN1 , . . . , x

N
i , . . . , x

N
n

)
,

i = 1, . . . , n.
(2.5)

21



Так как функции wi строго вогнуты, отношения (2.5) эквивалентны

тому, что все частные производные
∂wi(x

N)

∂xi
в равновесии должны быть

равны 0:
∂wi

∂xi

(
xN

)
= 0 (i = 1, . . . , n).

Более точно, точка xN является решением системы уравнений

−C ′
i(xi) + aiiB

′
i

( n∑
j=1

ajixj

)
= 0 (i = 1, . . . , n).

Согласно соотношениям (1.4) конкурентное равновесие по Нэшу
определяется системой уравнений

−e1x1 + d1
1

(a11x1 + a21x2)
a11 = 0,

−e2x2 + d2
1

(a12x1 + a22x2)
a22 = 0.

После приведения к общему знаменателю имеем
−e1a11x21 − e1a21x1x2 + d1a11 = 0,

−e2a12x1x2 − e2a22x
2
2 + d2a22 = 0.

(2.6)

После домножения уравнений на соответствующие коэффициенты полу-
чаем 

−e1e2a11a12x21 − e1e2a21a12x1x2 + d1e2a11a12 = 0,

−e1e2a21a12x1x2 − e1e2a21a22x
2
2 + d2e1a21a22 = 0.

Операция вычитания уравнений приводит подобные

−e1e2a11a12x21 + d1e2a11a12 + e1e2a21a22x
2
2 − d2e1a21a22 = 0.

Исключаем переменную x1

x21 =
e1e2a21a22x

2
2 + d1e2a11a12 − d2e1a21a22
e1e2a11a12

.

Почленное деление дает

x21 =
a21a22
a11a12

x22 +
d1
e1

− d2a21a22
e2a11a12

. (2.7)

22



Подставив значение x21 из (2.7) в первое уравнение системы (2.6), полу-
чим после сокращения подобных

−e1a21a22
a12

x22 +
e1d2a21a22
e2a12

= e1a21x1x2. (2.8)

Введем обозначения
A =

e1a21a22
a12

, (2.9)

B =
e1d2a21a22
e2a12

, (2.10)

C = e1a21. (2.11)

Тогда из (2.8) имеем соотношение

−Ax22 +B = Cx1x2.

После возведения в квадрат имеем

A2x42 +B2 − 2ABx22 = C2x21x
2
2. (2.12)

Подставив значение x21 из (2.7) в соотношение (2.12), получим уравнение
относительно x2:

A2x42 − 2ABx22 +B2 = C2a21a22
a11a12

x42 + C2d1
e1
x22 − C2d2a21a22

e2a11a12
x22.

После группировки слагаемых имеем(
A2 − C2a21a22

a11a12

)
x42 −

(
2AB + C2d1

e1
− C2d2a21a22

e2a11a12

)
x22 +B2 = 0. (2.13)

Подставив значения A,B,C из (2.9) - (2.11) в соотношение (2.13), полу-
чим (e1a21

a12

)2a22
a21

(a11a22 − a12a21)x
4
2−

− e1a
2
21

e2a11a212

(
e1a22d2(a11a22 − a21a12) + a11(e1a

2
22d2 + e2a

2
12d1)

)
x22+

+
(e1d2a21a22

e2a12

)2
= 0.

(2.14)

Учитывая, что транспортные коэффициенты aij , i = 1, 2, j = 1, 2
задаются матрицей (1.3), перепишем соотношение (2.14) в виде(e1

e2
(e1d2 + e2d1)

)
x22 −

(e1d2
e2

)2
= 0.
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Окончательно получаем решение для x2

x22 =
e1d

2
2

e2(e1d2 + e2d2)
.

Аналогично получается решение для x1

x21 =
e2d

2
1

e1(e1d2 + e1d2)
.

Нас интересует только положительные корни. В таком случае точка рав-
новесия по Нэшу имеет координаты

xN1 = d1

(
e2

e1(e1d2 + e2d1)

)1/2

,

xN2 = d2

(
e1

e2(e1d2 + e2d1)

)1/2

.

Программа MATLAB выдает следующие значения для корней x1, x2

xN1 = 0.4261,

xN2 = 15.2187.
(2.15)

3. Множество точек максимума по Парето

Определение 3.1. Вектор xP = (xP1 , . . . , x
P
n ) называется максимумом

Парето, если для любого другого вектора x ̸= xP найдется компонента
j , для которой wj(x) < wj(x

P ).
По теореме Гермейера (см. [27]) для строго вогнутых функций wi

множество точек Парето совпадает с множеством всех решений пара-
метрического семейства задач максимизации

maximize w(x, α), xi ≥ 0, (3.16)

где символ w(x, α) обозначает функцию свертки:

w(x, α) = w(x1, . . . , xn, α1, . . . , αn) =
n∑

k=1

αkwk(x).

Коэффициенты свертки α должны быть неотрицательными, т. е.

αk ≥ 0 (k = 1, . . . , n). (3.17)

Можно также считать, что для коэффициентов свертки выполнено сле-
дующее условие:

n∑
k=1

αk = 1. (3.18)
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Согласно строгой вогнутости wi максимизатор в (3.16) описывается урав-
нением

n∑
k=1

αk
∂wk

∂xi
(x) = 0 (i = 1, . . . , n). (3.19)

Таким образом, точки Парето являются решениями серии систем
уравнений (3.19) с произвольными коэффициентами свертки αk , удовле-
творяющими условиям (3.17), (3.18). Заметим, что условие (3.19) выра-
жает тот факт, что строки матрицы Якоби

Dw(x) =



∂w1(x)

∂x1

∂w1(x)

∂x2
. . .

∂w1(x)

∂xn
∂w2(x)

∂x1

∂w2(x)

∂x2
. . .

∂w2(x)

∂xn
. . .

∂wn(x)

∂x1

∂wn(x)

∂x2
. . .

∂wn(x)

∂xn


(3.20)

линейно зависимы с коэффициентами αk (k = 1, . . . , n).
Введем коэффициенты α1 и α2 такие, что α1 ≥ 0, α2 ≥ 0, α1+α2 = 1,

и определим функцию свертки

w(x1, x2, α1, α2) = α1w1(x1, x2) + α2w2(x1, x2).

Согласно соотношениям (1.4) имеем

w(x1, x2, α1, α2) =

= α1

(
− e1

2
x21 − c1 + d1 ln(x1 + x2)

)
+ α2

(
− e2

2
x21 − c2 + d1 ln(x1 + x2)

)
.

Согласно определению 3.1 множество точек максимума Парето можно
представить в виде 

∂w

∂x1
(x1, x2, α1, α2) = 0,

∂w

∂x2
(x1, x2, α1, α2) = 0.

(3.21)

Имеем систему уравнений
α1
∂w1

∂x1
(xP1 , x

P
2 ) + α2

∂w2

∂x1
(xP1 , x

P
2 ) = 0,

α1
∂w1

∂x2
(xP1 , x

P
2 ) + α2

∂w2

∂x2
(xP1 , x

P
2 ) = 0.

(3.22)
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Подставляя выражения для производных, получим
−α1e1x1 + α1d1

1

(x1 + x2)
+ α2d2

1

(x1 + x2)
= 0,

−α2e2x2 + α1d1
1

(x1 + x2)
+ α2d2

1

(x1 + x2)
= 0.

Приведение подобных дает соотношение

α1e1x1 = α2e2x2.

Имеем следующую пропорцию

x1 =
α2e2
α1e1

x2.

Исключение одной из переменных влечет

−α1e1
α2e2
α1e1

x2 + α1d1
1

(α2e2
α1e1

x2 + x2)
+ α2d2

1

(α2e2
α1e1

x2 + x2)
= 0.

Сокращение подобных дает

−α2e2x2 +
α1d1α1e1

(α2e2 + α1e1)x2
+

α2d2α1e1
(α2e2 + α1e1)x2

= 0.

После приведения к общему знаменателю имеем соотношение

α2e2(α1e1 + α2e2)x
2
2 = α1e1(α1d1 + α2d2).

В результате получим решение для одной из координат

x22 =
α1e1
α2e2

α1d1 + α2d2
α1e1 + α2e2

.

Пусть α1 = α, α2 = 1− α. Тогда

x22 =
αe1

(1− α)e2

(
αd1 + (1− α)d2

)(
αe1 + (1− α)e2

) .
Приведение подобных влечет выражение для квадрата второй коорди-
наты

x22 =
αe1

(1− α)e2

d2 + α(d1 − d2)

e2 + α(e1 − e2)
.

Условие пропорциональности

x21 =
α2
2e

2
2

α2
1e

2
1

x22
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дает выражение для квадрата первой координаты

x21 =
(1− α)2e22
α2e21

(
αe1

(1− α)e2

d2 + α(d1 − d2)

e2 + α(e1 − e2)

)
.

Таким образом, решением системы уравнений (3.21) является множество
точек максимума Парето

xP1 (α) =

(
(1− α)e2

(
d2 + α(d1 − d2)

)
αe1

(
e2 + α(e1 − e2)

) )1/2

,

xP2 (α) =

(
αe1

(
d2 + α(d1 − d2)

)
(1− α)e2

(
e2 + α(e1 − e2)

))1/2

,

параметризованное коэффициентом α, 0 ≤ α ≤ 1.

4. Доминирование точек максимума Парето над рав-
новесием по Нэшу

Этот параграф посвящен доказательству существования точек максиму-
ма Парето, которые строго доминируют точку равновесия по Нэшу по
векторному критерию. Этот результат необходим для того, чтобы по-
казать возможность сдвига от положения равновесия по Нэшу в более
благоприятное положение некоторых точек максимума по Парето.

Для установления этого факта покажем, что на отрезке 0 ≤ α ≤ 1
существуют значения коэффициента α, при которых совместна система
неравенств {

xP1 (α) > xN1 ,

xP2 (α) > xN2 .
(4.23)

Видно, что эта система эквивалентна следующим условиям
(1− α)e2

(
d2 + α(d1 − d2)

)
αe1

(
e2 + α(e1 − e2)

) >
e2d

2
1

e1(e1d2 + e2d1)
,

αe1
(
d2 + α(d1 − d2)

)
(1− α)e2

(
e2 + α(e1 − e2)

) > e1d
2
2

e2(e2d1 + e1d2)
.

Коэффициенты e1, e2, d1, d2, α, (1 − α) имеют положительное значение,
и, следовательно, приведение к общему знаменателю не меняет знаков
неравенств{

(1− α)
(
d2 + α(d1 − d2)

)
(e1d2 + e2d1) > d21α

(
e2 + α(e1 − e2)

)
,

α
(
d2 + α(d1 − d2)

)
(e1d2 + e2d1) > d22(1− α)

(
e2 + α(e1 − e2)

)
.
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Введем вспомогательный коэффициент A = e1d2 + e2d1

(
d21(e1 − e2) + A(d1 − d2) + A(d1 − d2)

)
α2+

+
(
d21e2 − A(d1 − 2d2)

)
α− Ad2 < 0,

(e2d
2
1 − e2d

2
2 + e1d1d2 − e2d1d2)α

2+

+(2e2d
2
2 + e2d1d2)α− e2d

2
2 > 0.

(4.24)

Дадим коэффициентам при α2 обозначения a1 для первого неравенства
и a2 для второго неравенства

a1 = e1d
2
1 − e1d

2
2 + e1d1d2 − e2d1d2,

a2 = e2d
2
1 − e2d

2
2 + e1d1d2 − e2d1d2.

Дадим коэффициентам при α обозначения b1 для первого неравенства и
b2 для второго неравенства

b1 = 2e1d
2
2 + 2e2d1d2 − e1d2d1,

b2 = 2e2d
2
2 + e2d1d2.

Дадим свободным членам обозначения c1 для первого неравенства и c2
для второго неравенства

c1 = −e1d22 − e2d1d2,

c2 = −e2d22.

Преобразуем систему неравенств (4.24) к следующему виду{
a1α

2 + b1α+ c1 < 0,

a2α
2 + b2α+ c2 > 0.

(4.25)

Введем обозначения для парабол

p1(α) = a1α
2 + b1α+ c1,

p2(α) = a2α
2 + b2α+ c2.

Тогда систему неравенств (4.25) можно представить в виде{
p1(α) < 0,

p2(α) > 0.

Покажем, что существуют такие значения параметра α из отрезка 0 ≤
α ≤ 1, при которых система имеет решение. Для этого будем исследовать
взаиморасположение графиков парабол.
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4.1. Взаиморасположение парабол в случае α = 0, α = 1

При α = 0 имеем
p1(α) |α=0= −(e1d2 + e2d1)d2,

p2(α) |α=0= −e2d22.
При α = 1 имеем

p1(α) |α=1= 2e1d
2
1,

p2(α) |α=1= e1d1d2.

Обе параболы p1(α) и p2(α) имеют отрицательные значения при α = 0
и положительные значения при α = 1. Это означает, что на отрезке
0 ≤ α ≤ 1 обе параболы пересекают ось абсцисс только один раз.

Выясним положение парабол p1(α) и p2(α) относительно друг друга
в точках α = 0 и α = 1.

Без ограничения общности полагаем, что e1 > e2 (в противном слу-
чае, можно поменять страны местами).

Сравним значения свободных членов c1 и c2 при α = 0(
p1(α)− p2(α)

)
|α=0= c1 − c2 = −(e1d

2
2 + e2d1d2 + e2d

2
2) < 0.

Из этого соотношения видно, что при пересечении оси ординат парабола
p1(α) лежит ниже параболы p2(α) при любых значениях коэффициентов.

Выясним положение парабол относительно друг друга при α = 1(
p1(α)− p2(α)

)
|α=1= e1d

2
1 − e2d

2
1 + e1d1d2.

Сравним значения p1(α) и p2(α) при α = 1. Уравняем правые части

e1d
2
1 = e2d

2
1 + e1d1d2.

Домножим обе части этого уравнения на величину
1

e1d21
. Получим

1 =
d2
d1

+
e2
e1

= ξ + η.

Здесь введены новые переменные ξ =
d2
d1

, η =
e2
e1

. Отметим, что ξ > 0 и
0 < η < 1.

Имеем три случая положения парабол p1(α) и p2(α) при α = 1:

1. p1(α) < p2(α) при ξ > 1− η,

2. p1(α) = p2(α) при ξ = 1− η,

3. p1(α) > p2(α) при ξ < 1− η.
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4.2. Направление “рожек” для парабол p1(α) и p2(α)

Выясним в каких случаях параболы p1(α) и p2(α) являются восходящи-
ми или нисходящими. Для этого определим знаки у коэффициентов a1
и a2. Для коэффициента a1 имеем соотношение

a1 = e1d
2
1 − e1d

2
2 + e1d1d2 − e2d1d2.

Выясним знак коэффициента a1 относительно параметра ξ . Для этого
решим квадратное уравнение

−e1ξ2 + (e1 − e2)ξ + e1 = 0.

Это уравнение имеет только один положительный корень

ξ1 =
e1 − e2 +

(
(e1 − e2)

2 + 4e21
)1/2

2e1
.

Имеем
a1 > 0 при 0 ≤ ξ < ξ1,

a1 ≤ 0 при ξ ≥ ξ1.

Для коэффициента a2 имеем выражение

a2 = e2d
2
1 − e2d

2
2 + e1d1d2 + e2d1d2.

Выясним знак коэффициента a2 относительно параметра ξ . Для этого
решим квадратное уравнение

−e1ξ2 + (e1 − e2)ξ + e1 = 0.

Это уравнение имеет только один положительный корень

ξ2 =
e1 − e2 +

(
(e1 − e2)

2 + 4e22
)1/2

2e2
.

Имеем
a2 > 0 при 0 ≤ ξ < ξ2,

a2 ≤ 0 при ξ ≥ ξ2.

Обе параболы a1(ξ) и a2(ξ) являются нисходящими. Нетрудно так-
же показать, что они пересекаются в точке ξ = 1. Следовательно, при
условии, что e1 > e2, имеем ξ2 > ξ1 > 1 (см рисунок). Зависимость
значения коэффициентов a1 и a2 от параметра ξ представлена на рис. 1.
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Рис. 1. Зависимость значения коэффициентов a1 и a2 от параметра ξ .
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Имеем четыре случая для значений коэффициентов a1 и a2:

1. a1 > 0, a2 > 0 при 0 ≤ ξ < ξ1,

2. a1 < 0, a2 > 0 при ξ1 < ξ < ξ2,

3. a1 < 0, a2 < 0 при ξ > ξ2,

4. a1 > 0, a2 < 0 при ξ > ξ2 и ξ < ξ1.

Отметим, что случай 4 нас не интересует, так как ξ2 > ξ1.

4.3. Анализ ситуаций пересечения парабол

Чтобы выяснить, есть ли у парабол p1(α) и p2(α) точки пересечения на
отрезке 0 ≤ α ≤ 1, рассмотрим их разность

p3(α) = (1− η)(1− ξ2)α2 + (1− η)(2ξ2 − ξ)α−
(
(1− η)ξ2 + ξη

)
. (4.26)

Выясним, сколько пересечений с осью абсцисс имеет данная парабола на
отрезке 0 ≤ α ≤ 1. Столько же пересечений друг с другом имеют на
этом отрезке параболы p1(α) и p2(α). Вычислим значение параболы p3
при α = 0

p3(α) |α=0= −
(
(1− η)ξ2 + ηξ

)
.

Так как η < 1, то при α = 0 для всех ξ имеем один случай

p3(α) |α=0< 0

При α = 1 имеем
p3(α) |α=1= 1− η − ξ.

При α = 1 возникают 4 случая:

1. p3(α) |α=1> 0 при ξ < 1− η,

2. p3(α) |α=1= 0 при ξ = 1− η,

3. p3(α) |α=1< 0 при 1− η < ξ < 1,

4. p3(α) |α=1< 0 при 1− η < ξ, ξ > 1.

Рассмотрим каждый случай в отдельности.

1. ξ < 1− η.

Коэффициент при α2 из соотношения (4.26) принимает положительное
значение. Следовательно, парабола p3(α) является восходящей. При этом
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парабола принимает следующие значения на концах отрезка p3(α) |α=0<
0 и p3(α) |α=1> 0. То есть, на отрезке 0 ≤ α ≤ 1 есть только одно пересе-
чение параболы p3(α) с осью абсцисс, и, следовательно, одно пересечение
парабол p1(α) и p2(α) друг с другом. Характерное расположение пара-
болы p3(α) представлено на рис. 2.
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Рис. 2. Характерное расположение параболы p3(α) в случае 1.
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2. ξ = 1− η.

Коэффициент при α2 из соотношения (4.26) принимает положительное
значение. Следовательно, парабола p3(α) является восходящей. Пара-
бола имеет следующие значения на концах отрезка p3(α) |α=0< 0 и
p3(α) |α=1= 0. Таким образом, на отрезке 0 ≤ α ≤ 1 есть только од-
но пересечение параболы p3(α) с осью абсцисс при значении α = 1, а,
следовательно, одно пересечение парабол p1(α) и p2(α) друг с другом в
этой же точке. Характерное расположение параболы p3(α) представлено
на рис. 3.
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Рис. 3. Характерное расположение параболы p3(α) в случае 2.
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3. 1− η < ξ < 1.

Коэффициент при α2 из соотношения (4.26) принимает положительное
значение. Следовательно, парабола p3(α) является восходящей. Значе-
ния параболы принимает одинаковый знак на концах отрезка p3(α) |α=0<
0 и p3(α) |α=0< 0. То есть на отрезке 0 ≤ α ≤ 1 параболы p1(α) и p2(α)
друг с другом не пересекаются. Характерное расположение параболы
p3(α) представлено на рис. 4.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

α

p
3

p
3
(α)

Рис. 4. Характерное расположение параболы p3(α) в случае 3.
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4. ξ > 1.

Коэффициент при α2 из соотношения (4.26) принимает отрицательное
значение. Следовательно, парабола p3(α) является нисходящей. Зна-
чения параболы на концах отрезка имеют один знак p3(α) |α=0< 0 и
p3(α) |α=0< 0. Необходимо выяснить, сколько пересечений с осью абс-
цисс имеет парабола p3(α) на отрезке 0 ≤ α ≤ 1.

Покажем, что парабола p3(α) на отрезке 0 ≤ α ≤ 1 точек пересече-
ния с осью абсцисс не имеет. Найдем точку максимума параболы. Для
этого вычислим производную p

′

3(α) и приравняем ее к нулю

p
′

3(α) = 2(1− η)(1− ξ2)α+ (1− η)(2ξ2 − ξ) = 0.

Получим значение для точки максимума

α∗ =
(ξ − 2ξ2)

2(1− ξ2)
.

Рассмотрим 2 случая.

4.1. 1 < ξ ≤ 2.

В этом случае точка максимума α∗ ≥ 1. Значения параболы на
концах отрезка отрицательны. Очевидно, что парабола p3(α) на отрезке
0 ≤ α ≤ 1 лежит ниже оси абсцисс.

4.2. ξ > 2.

В этом случае точка максимума α∗ находится в рассматриваемом
интервале 0 < α∗ < 1. Покажем, что парабола p3 имеет отрицатель-
ное значение в точке максимума. Это будет означать, что на отрезке
0 ≤ α ≤ 1 пересечения парабол p1(α) и p2(α) отсутствуют. Для этого
подставим значение точки максимума в соотношение для параболы p3(α)
и покажем, что значение максимума отрицательное. Имеем

p3(α
∗) =

x
(
− 4x2 + 5(1− y)x+ 4y

)
4(x2 − 1)

.

Проведем анализ знаков сомножителей в этом выражении. Знаменатель
дроби имеет положительный знак, так как ξ > 2. Числитель ξ

(
− 4ξ2 +

5(1− η)ξ + 4η
)

принимает отрицательное значение при

ξ >
5(1− η) +

(
25(1− η)2 + 64η

)1/2
8

.
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В рассматриваемом случае парабола p3(α
∗) принимает отрицательное

значение, когда выполняется условие

5(1− η) +
(
25(1− η)2 + 64η

)1/2
8

< 2.

Решая это неравенство, имеем(
25(1− η)2 + 64η

)1/2
< 16− 5(1− η).

Возведем обе стороны неравенства в квадрат

25(1− η)2 + 64η < 256− 160(1− η) + 25(1− η)2.

Получаем
64η < 256− 160 + 160η.

Приведение подобных влечет неравенство

η > −1,

которое в нашем случае верно. Следовательно наше предположение о
том, что значение параболы p3(α) в точке максимума отрицательно так-
же верно.

Можно заключить, что при ξ > 1 параболы p1(α) и p2(α) на отрезке
0 ≤ α ≤ 1 друг с другом не пересекаются. Характерное расположение
параболы p3(α) представлено на рис. 5.
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Рис. 5. Характерное расположение параболы p3(α) в случае 4.
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4.4. Решение системы неравенств

Воспользуемся результатами анализа, представленного в разделах 4.1 -
4.3, чтобы показать, что система (4.23) совместна при некоторых значе-
ниях параметра α.

Вернемся к системе неравенств{
a1α

2 + b1α+ c1 < 0,

a2α
2 + b2α+ c2 > 0.

Рассмотрим случай 1 из параграфа 4.2, при котором обе параболы
p1(α) и p2(α) восходящие. Для него имеют место условия

a1 > 0, a2 > 0 при 0 < ξ < ξ1.

Рассмотрим случай

1.1. ξ < 1− η.

Для него, согласно разделам 4.1, 4.3 имеем

α = 0 : p1(α) < p2(α),

α = 1 : p1(α) > p2(α),

параболы p1 и p2 пересекаются на отрезке 0 ≤ α ≤ 1 только один раз.

Этот случай удовлетворяет нас только тогда, когда корни пересече-
ния парабол p1(α) и p2(α) с осью абсцисс расположены так, что α(1)

1 >

α
(2)
1 .

Докажем это. Рассмотрим две ситуации.
Ситуация 1: η ≥ ξ .
Подставим значения корней и рассмотрим их разность

α
(1)
1 − α

(2)
1 =

−2ξ − 2η + 1 + (5 + 4η
ξ )

1/2

2
ξ − 2ξ + 2(1− η)

−
−2ξ − 2 + (5 + 4 ξ

η)
1/2

2
ξ − 2ξ + 21−η

η

.

Сравним знаменатели этих дробей. Так как 0 < η < 1, то

2(1− η)

η
> 2(1− η).

Значит знаменатель первой дроби меньше знаменателя второй дроби

2

ξ
− 2ξ + 2(1− η) <

2

ξ
− 2ξ +

2(1− η)

η
.
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Покажем, что числитель первой дроби больше числителя второй дроби.
Составим их разность и приведем подобные

3− 2η + (5 + 4
η

ξ
)1/2 − (5 + 4

ξ

η
)1/2.

В рассматриваемом случае выражение 3− 2η > 0. Кроме того, ясно, что
при условии ситуации 1 справедливо неравенство.

(5 + 4
η

ξ
)1/2 > (5 + 4

ξ

η
)1/2.

То есть разность числителей положительная. Имеем два соотношения:
числитель первой дроби больше числителя второй дроби, а знаменатель
первой дроби меньше знаменателя второй. Следовательно, значение пер-
вого корня больше значения второго корня.

Ситуация 2: 0 ≤ η < ξ ≤ 1− η.
В этом случае аналитическое доказательство является трудоемким,

и может быть проведено разложением по формуле Тейлора. Приведем
график двумерной функции ζ = ζ(ξ, η) разности корней α

(1)
1 и α

(2)
1 , по-

строенный в программе MATLAB. График расположен на рис. 6. Из него
видно, что значения этой функции строго положительны для любых зна-
чений аргументов.
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Рис. 6. График двумерной функции разности корней.

40



Таким образом, предположение о том, что α(1)
1 > α

(2)
1 верно.

В этом случае система неравенств совместна.
Характерное расположение графиков функций p1(α) и p2(α) и кор-

ней α
(1)
1 и α

(2)
1 изображены на рис. 7.
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Рис. 7. Характерное расположение графиков функций p1(α) и p2(α) для случая 1.1.
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Рассмотрим случай
1.2. ξ = 1− η.
Для него, согласно разделам 4.1, 4.3 имеем

α = 0 : p1(α) < p2(α),

α = 1 : p1(α) = p2(α),

параболы p1 и p2 пересекаются в точке α = 1.

Видно, что в этом случае система неравенств совместна.
Характерное расположение графиков функций p1(α) и p2(α) изоб-

ражено на рис. 8.
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Рис. 8. Характерное расположение графиков функций p1(α) и p2(α) для случая 1.2.
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Рассмотрим случай
1.3. 1− η < ξ < ξ1.

Для него, согласно разделам 4.1, 4.3 имеем

α = 0 : p1(α) < p2(α),

α = 1 : p1(α) < p2(α),

параболы p1 и p2 на отрезке 0 < α < 1 не пересекаются.

Ясно, что в этом случае система неравенств совместна.
Характерное расположение графиков функций p1(α) и p2(α) изоб-

ражено на рис. 9.
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Рис. 9. Характерное расположение графиков функций p1(α) и p2(α) для случая 1.3.

43



Рассмотрим случай 2 из раздела 4.2, при котором парабола p1(α)
нисходящая, а парабола p2(α) восходящая. Для него выполняются усло-
вия.

a1 < 0, a2 > 0 при ξ1 < ξ < ξ2.

Для него, согласно разделам 5.1, 5.3, имеем

α = 0 : p1(α) < p2(α),

α = 1 : p1(α) < p2(α),

параболы p1 и p2 на отрезке 0 < α < 1 не пересекаются.

В этом случае система неравенств совместна.
Характерное расположение графиков функций p1(α) и p2(α) изоб-

ражено на рис. 10.
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Рис. 10. Характерное расположение графиков функций p1(α) и p2(α) для случая 2.
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Рассмотрим случай 3 из раздела 4.2, при котором обе параболы p1(α)
и p2(α) нисходящие

a1 < 0, a2 < 0 при ξ > ξ2.

Для него, согласно разделам 4.1, 4.3, имеем

α = 0 : p1(α) < p2(α),

α = 1 : p1(α) < p2(α),

параболы p1 и p2 на отрезке 0 < α < 1 не пересекаются.

Видно, что в этом случае система неравенств совместна.
Характерное расположение графиков функций p1(α) и p2(α) изоб-

ражено на рис. 11.
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Рис. 11. Характерное расположение графиков функций p1(α) и p2(α) для случая 3.
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Итак, во всех случаях существуют такие значения параметра 0 ≤
α ≤ 1, при которых система имеет решение, а значит существуют точ-
ки множества максимума по Парето, которые строго доминируют точку
равновесия Нэша по обеим координатам.

На рис. 12 изображена точка равновесия по Нэшу (NE) и множество
точек максимума по Парето (PM). Жирной линией выделена часть мно-
жества точек максимума по Парето, которые строго доминируют точку
равновесия по Нэшу.
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Рис. 12. Равновесие по Нэшу и множество максимумов Парето.
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5. Рыночное равновесие

Определение 5.1. Назовем рыночным равновесием вектор положи-
тельного снижения эмиссий xM = (xM1 , . . . , x

M
n ), если для каждого иг-

рока i функция wi(λx
M) (λ > 0) достигает максимума при λ = 1,

xM = argmax
{
wi(λx

M) : λxM , λ > 0
}
,

что эквивалентно соотношению
dwi(λx

M)

dλ
|λ=1= 0 (i = 1, . . . , n). (5.27)

Следует сказать, что аналогичное определение дано в работе [152].
Это определение означает, что для всех игроков максимум их функций
выигрыша достигается в точке рыночного равновесия xM при поиске на
направлении, порожденном этим равновесием.

Определение рыночного равновесия соединяет свойства двух преды-
дущих определений: равновесия по Нэшу и точек максимума Парето. Из
определения равновесия по Нэшу берется структура оптимизации каж-
дой функции в отдельности, а определение точек максимума Парето от-
ражено в совместном направлении поиска максимума.

Отметим, что в определении рыночного равновесия можно считать,
что в начало координат помещена базовая точка. Такой базовой точ-
кой может служить текущее состояние или равновесие системы. Особое
интерес представляет случай, когда эту роль играет точка равновесия
по Нэшу. В этой ситуации речь идет о сдвиге системы из равновесного
состояния по Нэшу в новое равновесное положение – точку рыночного
равновесия. Именно такой сдвиг исследуется в рассматриваемой модели.

Отношение (5.27) показывает, что точка xM является решением
уравнений

⟨∇wi(x), x⟩ = 0 (i = 1, . . . , n), (5.28)

где символ ⟨·, ·⟩ означает скалярное произведение в n-мерном векторном
пространстве.

Учитывая определение функции полезности wi, (1.1), систему урав-
нений (5.28) можно представить как

−xiC ′
i(xi) +

( n∑
j=1

ajixj

)
B′

i

( n∑
j=1

ajixj

)
= 0 (i = 1, . . . , n). (5.29)

Уравнения (5.29) описывают множество n кривых. Они показывают
количество снижения эмиссий xi, которое желает осуществить игрок i
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взамен на ответное снижение
∑n

j=1 ajixj , которое он получает благодаря
снижению эмиссий всеми другими игроками. Параметр

pi = pi(x) =

∑n
j=1 ajixj

xi
(5.30)

определяет обменный курс, вычисленный по вектору снижения эмиссий
x. Он показывает количественное снижение эмиссий на собственную тер-
риторию, которое страна i получит за счет снижения собственных эмис-
сий на одну единицу. Используя обменный курс представим соотношения
(5.29) как

−C ′
i(xi) + piB

′
i(pixi) = 0. (5.31)

Вспоминая равновесие по Нэшу, имеем соотношения

−C ′
i(xi) + aiiB

′
i

( n∑
j=1

ajixj

)
= 0 (i = 1, . . . , n). (5.32)

Используя обменный курс pi (см. (5.30)), представим соотношения
(5.32) в виде

−C ′
i(xi) + aiiB

′
i(pixi) = 0 (i = 1, . . . , n), (5.33)

которые в большой степени выглядит как уравнения рыночного рав-
новесия (5.31). Единственное отличие состоит в том, что в уравнениях
для равновесия по Нэшу (5.33) стоит транспортный коэффициент aii
для собственной территории страны i, а в соотношениях для рыночного
равновесия (5.31) этот коэффициент заменяется на обменный курс pi,
который учитывает интересы всех игроков.

Согласно возможности сдвига равновесия по Нэшу в начало коор-
динат, соотношение, определяющее рыночное равновесие xM , имеет вид

dwi

(
xN + λ(xM − xN)

)
dλ

|λ=1= 0. (5.34)

В рассматриваемой модели исследуется игра двух участников. Введем в
этой игре новые переменные y1 и y2 для сдвига от конкурентного равно-
весия по Нэшу к кооперативному рыночному равновесию:{

x1 = xM1 = xN1 + y1,

x2 = xM2 = xN2 + y2.
(5.35)

Соотношение (5.34) эквивалентно системе уравнений для сдвига
y1
∂w1

∂y1
(y1, y2) + y2

∂w1

∂y2
(y1, y2) = 0,

y1
∂w2

∂y1
(y1, y2) + y2

∂w2

∂y2
(y1, y2) = 0.

(5.36)
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Пользуясь соотношениями (1.4), получаем систему уравнений

y1
(
− e1(x

N
1 + y1) +

d1
xN1 + y1 + xN2 + y2

)
+

+y2
d1

xN1 + y1 + xN2 + y2
= 0,

y2
(
− e2(x

N
2 + y2) +

d2
xN1 + y1 + xN2 + y2

)
+

+y1
d2

xN1 + y1 + xN2 + y2
= 0.

(5.37)

Следует сказать, что в работе [182] получены достаточные условия
существования строго положительного решения для системы уравнений
рыночного равновесия. В нашей модели эти условия не выполняются для
всех значений параметров. Поэтому в следующем параграфе мы получим
аналитическое решение для положительных координат точки рыночного
равновесия системы (5.37). Этот результат получается из нахождения
корней многочлена пятой степени.

Важно подчеркнуть, что это решение является одной из точек мно-
жества максимума по Парето. Этот результат можно оформить в виде
строго утверждения.

Предложение 5.1 Строго положительное решение системы урав-
нений (5.37) для рыночного равновесия является одной из точек мак-
симума Парето.

Доказательство этого предложения можно получить из следующих
фактов. Во-первых, система уравнений (5.37) означает линейную зави-
симость столбцов матрицы Якоби функций полезности (3.20). Но тогда
линейно зависимы и строки этой матрицы. Это означает существование
коэффициентов γ1, γ2, одновременно не равных нулю, таких, что выпол-
няется следующая система уравнений

γ1
∂w1

∂y1
(y1, y2) + γ2

∂w2

∂y1
(y1, y2) = 0,

γ1
∂w1

∂y2
(y1, y2) + γ2

∂w2

∂y2
(y1, y2) = 0.

(5.38)

Эти условия близки к условиям определения точки максимума Па-
рето (3.22). Для того, чтобы эти условия полностью совпали, необходимо,
чтобы коэффициенты γ1, γ2 были одного знака, например, положитель-
ного. Положительность коэффициентов γ1, γ2 может быть получена из
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следующих соображений. Очевидно, что производные ∂w1/∂y2, ∂w2/∂y1
строго положительны.

∂w1

∂y2
=

d1
xN1 + y1 + xN2 + y2

> 0,
∂w2

∂y1
=

d2
xN1 + y1 + xN2 + y2

> 0. (5.39)

Кроме того, координаты для сдвига к рыночному равновесию строго
положительны y1 > 0, y2 > 0. Тогда из системы (5.37) следует, что
производные ∂w1/∂y1, ∂w2/∂y2 строго отрицательны. Подставляя эти
знаки в систему (5.38), получаем, что коэффициенты γ1, γ2 должны быть
одного знака, например, строго положительного.

Таким образом, рыночное равновесие является одной из точек мак-
симума Парето. Напомним, что согласно соотношению (5.31) рыночное
равновесие обладает также декомпозиционным свойством равновесия по
Нэшу. То есть, рыночное равновесие комбинирует кооперативные свой-
ства точек максимума Парето и конкурентные характеристики равнове-
сия по Нэшу.
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6. Аналитический метод решения

Решая систему уравнений (5.37) аналитическим способом, имеем урав-
нение пятой степени для y2:(

e1e
2
2d2 − e32d1

)
y52+

+
(
− 2Ae22 + 2e22e1d2(x

N
1 + xN2 ) + 2e1d2e

2
2x

N
2 − 2e32d1x

N
2

)
y42+

+
(
− Ae22(x

N
1 + xN2 )− 4Ae22x

N
2 + e1d2e

2
2(x

N
1 + xN2 )
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+4e22e1d2(x
N
1 + xN2 )x
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2 −

−2e1e2d
2
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2
2(x
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)
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(
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N
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+4Ae2d2x
N
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y2+

+Ad2e2(x
N
1 + xN2 )x

N
2 − 2Ad22 = 0,

(6.40)

где A = d1d2
( e1e2
e1d2 + e2d1

)1/2.
Предложение 6.1 При выполнении условий

e1d2 − e2d1 > 0, d2 >
e2(x

N
1 + xN2 )x

N
2

2
, (6.41)

многочлен (6.40) имеет хотя бы один положительный корень.

Этот факт вытекает из следующих двух обстоятельств. Во-первых,
следует отметить, что свободный член этого многочлена является отри-
цательным числом, и, следовательно, при y2 = 0 значение многочлена
отрицательно. А, во-вторых, в силу положительности коэффициента при
старшем члене значение многочлена стремится к +∞ при стремлении
аргумента y2 к +∞. Ясно, что при выполнении этих условий найдется
хотя бы один положительный корень.
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Отметим, что для рассматриваемых параметров модели условия
Предложения 6.1 выполнено.

Для конкретных параметров решение для корней многочлена реали-
зовано в программе MATLAB. График многочлена пятой степени (6.40)
представлен на рис. 13.
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Рис. 13. График многочлена пятой степени в аналитическом решении.

Оператор определения нулей функции программы MATLAB дает
следующие результаты для корней многочлена (6.40). Два корня отри-
цательны, два корня комплексные, и имеется единственный положитель-
ный корень со значением

y2 = 2.2732.

Значение координаты y1 сдвига для рыночного равновесия опреде-
ляется подстановкой координаты y2 в первое уравнение системы (5.37).
В результате получается следующее значение для координаты y1

y1 = 0.8634.

Подстановка координат точки равновесия по Нэшу (2.15) и коор-
динат сдвига в систему уравнений (5.35) дает координаты рыночного
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равновесия {
xM1 = xN1 + y1 = 0.4261 + 0.8634 = 1.2895,

xM2 = xN2 + y2 = 15.2187 + 2.2732 = 17.4919.
(6.42)

7. Численный метод решения

Следует отметить, что аналитическое решение задачи нахождения ры-
ночного равновесия в общем случае является невозможным. Поэтому в
этом параграфе предлагается универсальный вычислительный алгоритм
поиска рыночного равновесия. Проводится сравнение результатов реше-
ния задачи аналитическим методом и методом вычислительного алго-
ритма.

Алгоритм представлен в виде аукционного процесса, который реали-
зует декомпозиционную конструкцию поиска равновесия при дефиците
информации. Аукционер предлагает для каждой страны обменные кур-
сы pi, определяющие количественное снижение эмиссий xi на собствен-
ную территорию, которое страна i получит за счёт снижения собствен-
ных эмиссий на одну единицу. Игроки отвечают одновременно, указывая
снижение эмиссий, которые они желают произвести, за предлагаемую це-
ну pi на основе своих линий наилучших ответов. Аукционер учитывает
предложенные странами-участниками снижения эмиссий и формирует
по ним новые цены. Отметим, что участники отвечают снижением эмис-
сий, опираясь лишь на свои функции полезности и предложенные им
конфиденциальные цены.

Алгоритмы реализованы в программе MATLAB и сводятся к ин-
тегрированию нелинейных систем дифференциальных уравнений. Про-
ведено сравнение результатов предложенных численных алгоритмов и
аналитических решений. Сравнение показывает высокую точность чис-
ленного метода, который дает практически идентичные результаты ана-
литическому решению.

Решая систему уравнений (5.36) найдем функции наилучших отве-
тов игроков: 

y2 = f(y1) = y1
e1(x

N
2 + xN1 )(y1 + xN1 )(

d1 − e1y1(y1 + xN1 )
) − y1,

y1 = g(y2) = y2
e2(x

N
2 + xN1 )(y2 + xN2 )(

d2 − e2y2(y2 + xN2 )
) − y2.

Графики функций наилучших ответов игроков представлены на рис. 14.
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Рис. 14. Функции наилучших ответов игроков.

Представим эту систему уравнений в виде{
F (y1, y2) = −f(y1) + y2 = 0,

G(y1, y2) = y1 − g(y2) = 0.

Решением этой системы является положение рыночного равновесия (yM1 ,
yM2 ).

Определим значения наилучших ответов как решение соответству-
ющих уравнений. Например, наилучшим ответом первого игрока на дей-
ствия второго игрока назовем решение yR1 = yR1 (y2) уравнения наилуч-
ших ответов

F
(
yR1 (y2), y2

)
= −f

(
yR1 (y2)

)
+ y2 = 0.

Аналогично, наилучшим ответом второго игрока на действия первого
назовем решение yR2 = yR2 (y1)

G
(
yR2 (y1), y1

)
= −g

(
yR2 (y1)

)
+ y1 = 0.

Для нахождения положения рыночного равновесия используется ди-
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намика наилучших ответов:
dy1
dt

= −y1 + yR1 (y2),

dy2
dt

= −y2 + yR2 (y1).

(7.43)

Для того, чтобы сделать расчетные формулы алгоритма более кон-
структивными, заменим соотношения “наилучших ответов” на первую
итерацию метода сжимающих отображений.

yR1 (y2)− y1 ≈ F (y1, y2),

yR2 (y1)− y2 ≈ G(y1, y2).

Делая соответствующую подстановку в динамике наилучших отве-
тов, имеем 

dy1
dt

= −y1 + yR1 ≈ F (y1, y2) = −f(y1) + y2,

dy2
dt

= −y2 + yR2 ≈ G(y1, y2) = y1 − g(y2).

Нахождение точки рыночного равновесия принимает декомпозици-
онный характер, когда в систему уравнений подставляются коэффици-
енты обменного курса pi (см. (5.30)), которые аукционер пересчитывает
на каждом шаге 

p1 =
y1 + y2
y1

,

p2 =
y1 + y2
y2

.
(7.44)

С введенными коэффициентами обменного курса система уравнений
(7.43) принимает вид

dy1
dt

= −f(y1)− y1 + p1y1,

dy2
dt

= −g(y2)− y2 + p2y2.

(7.45)

Системы уравнений аукциона (7.44) и (7.45) интегрируются совмест-
но методом Рунге-Кутты. Разработанный алгоритм реализуется в про-
грамме, написанной в среде MATLAB. Для компьютерного эксперимента
используются коэффициенты для функции затрат и функций экологи-
ческого эффекта, основанные на реальных данных [153, 216]: e1 = 0.15,
e2 = 0.0042, d1 = 1, d2 = 1.
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Полученные результаты представлены на рис. 15, где показаны си-
туация равновесия по Нэшу (NE), множество точек максимума по Па-
рето (PM ), линии реакции конкурентов (BR1 и BR2), точка рыночного
равновесия в их пересечении (ME), начальная точка (IP ) и траектория
алгоритма (TA), сходящаяся к рыночному равновесию.

Рис. 15. Поиск рыночного равновесия.

Численный эксперимент в программе MATLAB показывает, что ко-
ординаты траекторий стабилизируются в точке равновесия, значения ко-
ординат которой вычисляется на уровне

xA1 = 1.2886,

xA2 = 17.4867.

Сравнение этих апроксимационных значений со значениями коорди-
нат рыночного равновесия, полученными аналитически в формуле (6.42),
демонстрирует высокую точность вычислительного алгоритма

ϵ =
(
(xM1 − xA1 )

2 + (xM2 − xA2 )
2
)1/2

= 0.0053.
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8. Доказательство локальной устойчивости рыноч-
ного равновесия для динамики алгоритма

Для определения локальной устойчивости рыночного равновесия соста-
вим матрицу Якоби:

J =


∂F

∂y1

∂F

∂y2
∂G

∂y1

∂G

∂y2

 =

 − ∂f

∂y1
1

1 − ∂g

∂y2

 .

Согласно критерию Сильвестра, если удовлетворяются условия
∆1 = − ∂f

∂y1
< 0,

∆2 =
∂f

∂y1

∂g

∂y2
− 1 > 0,

то матрица Якоби является отрицательно определенной матрицей, что
свидетельствует о локальной устойчивости рыночного равновесия. Дей-
ствительно, знаки производных определяются соотношениями

∂f

∂y1
=
y2
y1

+ y1
e1(x

N
1 + xN2 )

(
d1 + e1y1(x

N
1 + y1) + e1x

N
1 (x

N
1 + y1)

)(
d1 − e1y1(y1 + xN1 )

)2 > 0,

∂g

∂y2
=
y1
y2

+ y2
e2(x

N
1 + xN2 )

(
d2 + e2y2(x

N
2 + y2) + e2x

N
2 (x

N
2 + y2)

)(
d2 − e2y2

(
y2 + xN2 )

)2 > 0.

Кроме того, справедливо неравенство

∂f

∂y1

∂g

∂y2
− 1 =

=
y22e2(x

N
1 + xN2 )

(
d2 + e2y2(x

N
2 + y2) + e2x

N
2 (x

N
2 + y2)

)
y1
(
d2 − e2y2(y2 + xN2 )

)2 +

+
y21e1(x

N
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(
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N
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N
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N
1 + y1)

)
y2
(
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)2 +

+y1y2e1e2(x
N
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2×

×
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N
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N
1 (x

N
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)2(
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)2×
×
(
d2 + e2y2(x

N
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N
2 (x

N
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)
> 0,

которое завершает проверку критерия Сильвестра.
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Глава II
Равновесные траектории в биматричных играх

В этой главе исследуются модели эволюционных игр с ненулевой сум-
мой. Рассматриваются игровые взаимодействия между двумя группа-
ми участников в рамках теории дифференциальных игр [179, 180]. При
определении равновесных по Нэшу решений используются идеи и под-
ходы неантагонистических дифференциальных игр [44]. Следует отме-
тить, что динамические конструкции и методы анализа эволюционных
игр, используемые в диссертации, основаны на подходах, предложенных
в работе [65]. Основное внимание в исследовании эволюционных игр уде-
ляется построению динамического равновесия по Нэшу с гарантирую-
щими стратегиями игроков, которые максимизируют соответствующие
функции выигрыша. Основным результатом является построение разре-
шающих траекторий, которые дают результат, лучший по сравнению с
классическими моделями, например, моделями с репликаторной дина-
микой.

Динамика игрового взаимодействия соответствует дифференциаль-
ным играм [44,62,65,66,179] и эволюционным игровым моделям [24,137,
160, 167, 169, 211]. Предполагается, что случайные взаимодействия меж-
ду участниками представлены управляемым динамическим процессом,
при котором соответствующие вероятности формируют фазовый вектор.
Роль управляющих параметров играют информационные сигналы для
участников. Такая динамика может быть интерпретирована как обобще-
ние известных уравнений Колмогорова, которые применяются в некото-
рых стохастических моделях математической экономики и теории оче-
редей. Обобщение состоит во введении управляющих параметров вместо
фиксированных параметров, описывающих входящие и исходящие пото-
ки внутри групп. Считается, что процесс эволюционирует на бесконеч-
ном интервале времени. Выигрыши участников в каждом раунде специ-
фицируются матрицей выигрышей. Выигрыши групп определяются как
среднее значение выигрышей участников. Рассматриваются различные
типы этих средних значений: терминальные — для фиксированного вре-
мени, мультитерминальные — для временного интервала и мультитерми-
нальные — для предела на бесконечном интервале времени. Заметим, что
игра с ненулевой суммой была проанализирована [211] с дисконтирован-
ными интегральными функционалами выигрыша. Мультитерминальные
функционалы связаны с концепцией, которая принимает во внимание
не только локальные терминальные интересы групп, но ориентирована
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также на изменения в будущем.
Вводится понятие динамического равновесия по Нэшу в классе стра-

тегий управления по принципу обратной связи. Заметим, что обратные
связи, генерируемые классической стратегией “наказания” в статических
биматричных играх, являются естественным примером равновесия по
Нэшу в динамическом плане. Природа таких ответных реакций анта-
гонистична: они минимизируют выигрыш соперника, не максимизируя
свой.

Предлагается иной подход, основанный на концепции “гарантии” и
обеспечивающий более хорошие результаты, нежели классические реше-
ния. Такие новые решения генерируются в рамках теории позиционных
дифференциальных игр и вовлекают гарантирующие обратные связи во
вспомогательных играх с нулевой суммой [44, 62]. Такие игры с нуле-
вой суммой рассматриваются в рамках теории минимаксных решений
уравнений Гамильтона-Якоби [95, 98, 149]. Для аналитического постро-
енния функции цены и оптимальных гарантирующих ответных реакций
используются как методы теории дифференциальных игр [44, 62], так и
конструкции теории выживаемости [128]. Проверяются соответствующие
необходимые и достаточные условия, которые формулируются в терми-
нах сопряженных производных [98]. Синтез гарантирующих обратных
связей для управляющих параметров определяется кривыми переклю-
чения с одной характеристики уравнения Гамильтона-Якоби на другую
и задается структурой функций цены. Отметим, что аналогичные идеи
численного построения решения используются в работах [52,55].

Качественное поведение предложенных равновесных решений, по-
рожденных гарантирующим синтезом, существенно отличается от тра-
екторий эволюционных игр, представленных в классических моделях с
динамическим репликатором. Напомним, что такие траектории, как пра-
вило, сходятся к статическому равновесию по Нэшу или циркулируют в
его окрестности [167]. Новые равновесные решения не являются гладки-
ми и имеют переключения по характеристикам уравнений Гамильтона-
Якоби. В отличие от классических траекторий они расположены в пе-
ресечении областей, для которых величины выигрышей игроков лучше
соответствующих величин выигрышей, рассчитанных для статического
равновесия по Нэшу. Предложенные равновесные решения не сходятся к
статическому равновесию по Нэшу, а их предельные значения выигры-
шей лучше, чем в точке равновесия по Нэшу. Рассмотренные примеры
динамических игр показывают, что предложенные равновесные траекто-
рии сходятся к точкам пересечения синтезированных кривых переклю-
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чения, т.е. к “новым” точкам равновесия с лучшим индексом выигрышей.

9. Эволюционная игра с ненулевой суммой. Динами-
ческое равновесие по Нэшу

9.1. Динамика модели, функции выигрыша

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений, которая описывает
динамику поведения двух групп (коалиций)

ẋ = −x+ u
ẏ = −y + v.

(9.1)

Здесь параметр x, 0 ≤ x ≤ 1, есть вероятность того, что произволь-
но выбранный игрок из первой группы придерживается первой стратегии
(соответственно, (1 − x) есть вероятность того, что он придерживается
второй стратегии). Параметр y, 0 ≤ y ≤ 1, означает вероятность выбора
первой стратегии игроком из второй коалиции (соответственно, (1− y) –
вероятность того, что он придерживается второй стратегии). Управляю-
щие параметры u и v удовлетворяют условиям 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1, и
могут быть интерпретированы как сигналы, рекомендующие смену стра-
тегий игроками. Например, значение u = 0 (v = 0) соответствует сиг-
налу: “сменить первую стратегию на вторую”. Значение u = 1 (v = 1)
соответствует сигналу: “сменить вторую стратегию на первую”. Значение
u = x (v = y) соответствует сигналу: “сохранять предыдущую страте-
гию”.

Отметим, что основания для динамики (9.1) и ее свойства были рас-
смотрены в [65, 211]. В этой динамике обобщаются дифференциальные
уравнения Колмогорова в предположении, что коэффициенты входящих
и исходящих потоков внутри коалиций участников не заданы априори и
могут быть сконструированы в управляемом процессе по принципу об-
ратной связи.

В качестве интерпретации динамики (9.1) рассмотрим игровое вза-
имодействие двух больших групп фирм-участников (или их инвестиций)
на двух рынках. Пусть x – часть средств, которую игроки первой коали-
ции (это может быть финансовая или промышленная группа) инвести-
руют в первый рынок (это может быть валютный рынок, рынок товаров
или инновационных технологий [24]). Соответственно, 1 − x – инвести-
ции первой коалиции во второй рынок. Пусть y – часть средств, которую
игроки второй коалиции инвестируют в первый рынок. Соответственно
1 − y – инвестиции второй коалиции во второй рынок. Предположим,
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что активность коалиций на рынке регулируется управляющим органом.
Используя управляющие параметры u и v, управляющий орган может
влиять на распределение средств x и y. Динамика этого влияния описы-
вается системой (9.1) и обеспечивает некоторую инертность (или незави-
симость) игроков по отношению к управляющими сигналами u, v, тогда
как скорость ẋ, ẏ изменения пропорций капитала x, y не прямо пропор-
циональна сигналам, а зависит от размеров этих пропорций. Например,
первое уравнение в (9.1) означает, что согласно сигналу u = 0 пропорция
x убывает к нулю согласно динамике ẋ = −x.

Предположим, что выигрыш игрока из первой коалиции описывает-
ся матрицей A = aij . Выигрыш игрока из второй коалиции описывается
матрицей B = bij .

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
, B =

(
b11 b12
b21 b22

)
.

Рассмотрим, например, для игры фирм на двух рынках следующие
ситуации, которые будем называть почти антагонистическими. Предпо-
ложим, что первый рынок является более прибыльным для инвестиций,
нежели второй. Тогда выполняются следующие условия для матриц A и
B

a11 > a2j, a12 > a21,

b12 > b2j, b11 > b22,

j = 1, 2.

Предположим, что фирмы первой коалиции сильнее, чем фирмы
второй коалиции. Они стараются захватить оба рынка и, следовательно,
матрица A имеет главную доминирующую диагональ

aii > aij, i ̸= j, i, j = 1, 2.

Фирмы второй коалиции стараются избежать взаимодействий с фирмами
первой коалиции на одном и том же рынке и, следовательно, матрица B
имеет побочную доминирующую диагональ

bij > bii, i ̸= j, i, j = 1, 2.

Замечание 9.1 Отметим, что в такой почти антагонистиче-
ской игре имеется одна статическая точка равновесия по Нэшу. Даль-
нейшие построения динамической игры связаны с этим случаем для
определенности и могут быть обобщены на другие случаи соттноше-
ний параметров матриц A и B.
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Замечание 9.2 Отметим, что почти антагонистическая струк-
тура биматричной игры может возникать и при других соотношени-
ях параметров матриц A и B. Например, она возникает в случае иг-
ры торговцев “медведей” и “быков” на рынках акций и облигаций. Такой
пример детально рассматривается ниже.

Замечание 9.3 Случай почти антагонистической игры может
быть расширен на случай почти кооперативной (координационной)
игры с тремя статическими равновесиями по Нэшу. Ниже также
приводится соответствующий пример координационных инвестиций
в два различных проекта.

Терминальные функции выигрыша коалиций определяются как ма-
тематическое ожидание выигрышей, задаваемых соответствующими мат-
рицами A и B в биматричной игре, и могут быть интерпретированы как
“локальные” интересы коалиций

gA(x(T ), y(T )) =

a11x(T )y(T ) + a12x(T )(1− y(T )) + a21(1− x(T ))y(T )+

+a22(1− x(T ))(1− y(T )) =

CAx(T )y(T )− α1x(T )− α2y(T ) + a22,

(9.2)

gB(x(T ), y(T )) =

b11x(T )y(T ) + b12x(T )(1− y(T )) + b21(1− x(T ))y(T )+

+b22(1− x(T ))(1− y(T )) =

CBx(T )y(T )− β1x(T )− β2y(T ) + b22.

(9.3)

в заданный момент T . Здесь параметры CA, α1, α2 и CB , β1, β2 опре-
делены в соответствии с классической теорией биматричных игр (см.,
например, [24])

CA = a11 − a12 − a21 + a22,

α1 = a22 − a12,

α2 = a22 − a21,

CB = b11 − b12 − b21 + b22,

β1 = b22 − b12,

β2 = b22 − b21.

“Глобальные” интересы J∞
A , J∞

B коалиций определяются как мно-
гозначные (двузначные) функции, образованные нижними и верхними
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пределами средних значений

J∞
A = [J−

A , J
+
A ],

J−
A = J−

A (x(·), y(·)) = lim inf
t→∞

gA(x(t), y(t))

J+
A = J+

A (x(·), y(·)) = lim sup
t→∞

gA(x(t), y(t)),

(9.4)

J∞
B = [J−

B , J
+
B ],

J−
B = J−

B (x(·), y(·)) = lim inf
t→∞

gB(x(t), y(t)),

J+
B = J+

B (x(·), y(·)) = lim sup
t→∞

gB(x(t), y(t)),

(9.5)

посчитанных для траекторий (x(·),y(·)) системы (9.1).
Рассмотрим эволюционную игру с ненулевой суммой с динамикой

(9.1) и глобальными выигрышами (9.4), (9.5). В теории дифференци-
альных игр (см., например, [44, 62]) существует подход для построения
равновесных решений из класса стратегий, определенных по принципу
обратной связи U = u(t, x, y, ε), V = v(t, x, y, ε), для игр с ненулевой
суммой. Такой подход основан на решении вспомогательных игр с ну-
левой суммой. В связи с нашей постановкой задачи (см. функционалы
(9.4), (9.5)), мы рассматриваем игры с нулевыми суммами для функ-
ционалов J−

A , J+
A , J−

B , J+
B . Известно, что задачи с нулевой суммой мо-

гут быть решены в рамках теории дифференциальных игр, и решение
для гарантирующих стратегий может быть получено в рамках принципа
динамического программирования. Такой принцип требует нахождения
функций цены, которые являются обобщенными решениями уравнений
Гамильтона-Якоби, т.е., фактически задача сводится к решению уравне-
ний в частных производных первого порядка.

9.2. Динамическое равновесие по Нэшу

Следуя [44, 65], представим определение динамического равновесия по
Нэшу из класса замкнутых стратегий (обратных связей) U = u(t, x, y, ε),
V = v(t, x, y, ε) для игры с ненулевой суммой с динамикой (9.1) и мно-
гозначных функционалов выигрыша (9.4), (9.5).

Определение 9.1 Пусть ε > 0 и (x0, y0) ∈ [0, 1] × [0, 1]. Пара
обратных связей U 0 = u0(t, x, y, ε), V 0 = v0(t, x, y, ε) называются рав-
новесием по Нэшу в начальной точке (x0, y0), если для любых других
обратных связей U = u(t, x, y, ε), V = v(t, x, y, ε) выполняются следу-
ющие условия:
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для всех траекторий

(x0(·), y0(·)) ∈ X(x0, y0, U
0, V 0),

(x1(·), y1(·)) ∈ X(x0, y0, U, V
0),

(x2(·), y2(·)) ∈ X(x0, y0, U
0, V )

выполняются неравенства

J−
A (x

0(·), y0(·)) ≥ J+
A (x1(·), y1(·))− ε,

J−
B (x

0(·), y0(·)) ≥ J+
B (x2(·), y2(·))− ε.

Здесь символом X обозначено множество траекторий, выходящих из на-
чальной точки и порожденных соответствующими стратегиями в смысле
работы [62].

9.3. Вспомогательные игры с нулевой суммой

Для построения желаемых равновесных обратных связей U 0, V 0 исполь-
зуем подход [44]. В соответствии с таким подходом, мы выстраиваем рав-
новесие с помощью оптимальных обратных связей для дифференциаль-
ных игр ΓA = Γ−

A∪Γ
+
A и ΓB = Γ−

B∪Γ
+
B с выигрышами J∞

A (9.4) и J∞
B (9.5).

В игре ΓA первая коалиция гарантированно максимизирует функционал
J−
A (x(·), y(·)), используя обратную связь U = u(t, x, y, ε), а вторая коа-

лиция старается, напротив, минимизировать функционал J−
A (x(·), y(·)),

используя обратную связь V = v(t, x, y, ε). Наоборот, в игре ΓB вторая
коалиция гарантированно максимизирует функционал J−

B (x(·), y(·)), а
первая коалиция минимизирует функционал J+

B (x(·), y(·)).
Введем следующие обозначения. Обратные связи, решающие, соот-

ветственно, задачу гарантированной максимизации функционалов выиг-
рыша J−

A , J−
B обозначим u0A = u0A(t, x, y, ε) и v0B = v0B(t, x, y, ε) . Заметим,

что такие обратные связи представляют гарантированную максимиза-
цию выигрышей коалиций в длительной перспективе, и могут называть-
ся “позитивными”. Через u0B = u0B(t, x, y, ε) и v0A = v0A(t, x, y, ε) обозна-
чим обратные связи наиболее неблагоприятные для противоположных
коалиций; а именно, те, которые минимизирует функционал выигрыша
J+
B , J+

A , соответственно противоположных коалиций. Назовем такие об-
ратные связи “наказывающими”.

Заметим, что негибкие решения отмеченных проблем могут быть по-
лучены в рамках классической теории биматричных игр. В самом деле
предположим для определенности, что выполнены следующие соотноше-
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ния для параметров матриц A и B , соответствующие почти антагони-
стической структуре биматричной игры,

CA > 0, CB < 0,

0 < xA =
α2

CA
< 1, 0 < xB =

β2
CB

< 1,

0 < yA =
α1

CA
< 1, 0 < yB =

β1
CB

< 1.

Можно доказать следующее утверждение.

Предложение 9.1 Дифференциальные игры Γ−
A,Γ

+
A имеют равные

значения
v−A = v+A = vA =

a22CA − α1α2

CA

и дифференциальные игры Γ−
B,Γ

+
B имеют равные значения

v−B = v+B = vB =
b22CB − β1β2

CB

для произвольного начального положения (x0, y0) ∈ [0, 1] × [1, 0]. Эти
значения, например, могут быть гарантированы “позитивными” об-
ратными связями uclA, vclB соответствующими классическим решениям
xA, yB

u0A = uclA = uclA(x, y) =


0, xA < x ≤ 1,
1, 0 ≤ x < xA,
[0, 1] , x = xA.

(9.6)

v0B = vclB = vclB(x, y) =


0, yB < y ≤ 1,
1, 0 ≤ y < yB,
[0, 1] , y = yB.

(9.7)

“Наказывающие” обратные связи определяются формулами

u0B = uclB = uclB(x, y) =


0, xB < x ≤ 1,
1, 0 ≤ x < xB,
[0, 1] , x = xB,

(9.8)

v0A = vclA = vclA(x, y) =


0, yA < y ≤ 1,
1, 0 ≤ y < yA,
[0, 1] , y = yA,

(9.9)

и соответствуют классическим статическим решениям xB, yA, кото-
рые генерируют статическое равновесие по Нэшу NE = (xB, yA).
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Доказательство этого утверждения можно получить прямой подста-
новкой указанных стратегий в соответсвующие функционалы выигры-
шей (9.4), (9.5).

Замечание 9.4 Заметим, что “позитивные” обратные связи (9.6),
(9.7) не являются гибкими, так как они получены в статической моде-
ли биматричных игр, и не учитывается информация о динамике (9.1).
Наша главная задача состоит в том, чтобы сконструировать гибкие
“позитивные” обратные связи, которые существенным образом исполь-
зуют информацию о динамике.

Замечание 9.5 Значения функций выигрыша gA(x, y), gB(x, y) сов-
падают в точках (xA, yB), (xB, yA)

gA(xA, yB) = gA(xB, yA) = vA, gB(xA, yB) = gB(xB, yA) = vB.

Точка NE = (xB, yA) есть “взаимно наказывающее” равновесие по Нэ-
шу, а точка (xA, yB) не обладает равновесными свойствами в соответ-
ствующей статической игре.

9.4. Построение равновесия по Нэшу

Построим пару обратных связей, которые составляют равновесие по Нэ-
шу. Для этого соединим “позитивные” обратные связи u0A, v

0
B и “наказы-

вающие” обратные связи u0B, v
0
A.

Выберем начальное положение (x0, y0) ∈ [0, 1]×[0, 1] и параметр точ-
ности ε > 0. Выберем траекторию (x0(·), y0(·)) ∈ X(x0, y0, U

0
A(·), v0B(·)),

сгенерированную “позитивными” обратными связями u0A = U 0
A(t, x, y, ε)

и v0B = v0B(t, x, y, ε). Возьмем Tε > 0 такое, что

gA(x
0(t), y0(t)) > J−

A (x
0(·), y0(·))− ε,

gB(x
0(t), y0(t)) > J−

B (x
0(·), y0(·))− ε,

t ∈ [Tε,+∞].

Обозначим через uεA(t): [0, Tε) → [0, 1], vεB(t): [0, Tε) → [0, 1] пошаго-
вую реализацию стратегий v0A, v

0
B такую, что соответствующая пошаго-

вая траектория (xε(·), yε(·)) удовлетворяет условию

max
t∈[0,Tε]

∥(x0(t), y0(t))− (xε(t), yε(t))∥ < ε.

Из результатов работы [44] вытекает следующее утверждение.
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Предложение 9.2 Пара обратных связей U 0 = u0(t, x, y, ε), V 0 =
v0(t, x, y, ε), соединяющая вместе “позитивные” обратные связи u0A, v0B
и “наказывающие” обратные связи u0B , v0A в соответствии с соотно-
шениями

U 0 = u0(t, x, y, ε)

{
uεA(t), ∥(x, y)− (xε(t), yε(t))∥ < ε,
u0B(x, y) в противном случае, (9.10)

V 0 = v0(t, x, y, ε)

{
vεB(t), ∥(x, y)− (xε(t), yε(t))∥ < ε,
v0A(x, y) в противном случае (9.11)

является динамическим ε-равновесием по Нэшу.

Замечание 9.6 Заметим, что число ε может быть интерпре-
тировано, как параметр “доверия” коалиций друг другу или как уровень
“риска”, который коалиции допускают в игре. Этот параметр опреде-
ляет барьер риска, окружающий траекторию равновесия (xε(·), yε(·)).
Коалиции или следуют траектории равновесия, не покидая предписан-
ный барьер риска, получая более выгодный индекс величин, или пересту-
пают через него, и “наказующая” стратегия дает худшие результаты.

Замечание 9.7 Рассмотрим траектории, которые могут быть
сгенерированы динамическим равновесием по Нэшу (9.10), (9.11) c негиб-
кими классическими обратными связями (9.6)-(9.9). Если траекто-
рия (xpos(·), ypos(·)) эволюционирует в соответствии с “позитивными”
стратегиями uclA, vclB (9.6), (9.7), то она сходится к новой точке рав-
новесия (xA, yB). Если коалиции наказывают друг друга стратегиями
uclB , vclA (9.8), (9.9), тогда траектория (xpun(·), ypun(·)) сходится к ста-
тическому равновесию по Нэшу (xB, yA). Но величины функционалов
(9.4), (9.5) равны в обоих случаях

J∞
A (xpos(·), ypos(·) J∞

A (xpun(·), ypun(·) = vA,

J∞
B (xpos(·), ypos(·) J∞

B (xpun(·), ypun(·) = vB.

Ниже конструируются гибкие “позитивные” обратные связи, которые ге-
нерируют траектории (xfl(·), yfl(·)), сводящие к “лучшим” положениям,
чем негибкое динамическое равновесие (xB, yA), (xA, yB) по обоим кри-
териям J∞

A (xfl(·), yfl(·)) ≥ vA, J∞
B (xfl(·), yfl(·)) ≥ vB . В разделе 10 рас-

сматривается вспомогательные игры с нулевой суммой с терминальными
выигрышами и для них получены аналитические решения. В разделе 11
конструируются нижние оболочки функций цены терминальных игр и
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выводятся решения для вспомогательных мультитерминальных игр. В
разделе 12 извлекаются “позитивные” обратные связи из структуры зна-
чений функций цены мультитерминальных игр.

10. Аналитическое решение дифференциальной иг-
ры с терминальным функционалом

10.1. Функции цены и обобщенные решения уравнений Га-
мильтона-Якоби

В этом разделе рассматривается вспомогательная терминальная диффе-
ренциальная игра с нулевой суммой с динамикой (9.1) и функционалами
выигрыша (9.2) и (9.3) соответственно. Дальнейшие решения терминаль-
ных дифференциальных игр используются для построения предвидящих
обратных связей путем расчета нижней оболочки мультитерминальных
функционалов. Функции цены wi(T, t, x, y), i = 1, 2, терминальных игр
определяются как величины соответствующих максиминов (минимак-
сов)

w1(T, t0, x0, y0) = max
u(t,x,y)

min
(x1(·),y1(·))

gA(x1(T ), y1(T )) =

= min
v(t,x,y)

max
(x2(·),y2(·))

gA(x2(T ), y2(T )),

w2(T, t0, x0, y0) = max
v(t,x,y)

min
(x2(·),y2(·))

gB(x2(T ), y2(T )) =

= min
u(t,x,y)

max
(x1(·),y1(·))

gB(x1(T ), y1(T ))

для каждого начального положения (t0, x0, y0). Здесь траектории (x1(·),
y1(·)) порождаются обратной связью u(t, x, y, ε) и произвольными по-
ведениями v(t). Траектории (x2(·), y2(·)) порождаются обратной связью
v(t, x, y, ε) и произвольными поведениями u(t) из начального положения
(t0, x0, y0).

Функции цены wi(T, t, x, y), i = 1, 2 удовлетворяют принципу ди-
намического программирования, который подразумевает существование
неувеличивающихся и неуменьшающихся направлений достижимых для
динамической системы в каждой текущей позиции (так называемые
свойства u и v стабильности функции цены). В точках, где функции
цены дифференцируемы, эти свойства переходят в дифференциальные
уравнения в частных производных первого порядка типа Гамильтона-
Якоби

∂w1

∂t
− ∂w1

∂x
x− ∂w1

∂y
y + max

0≤u≤1

∂w1

∂x
u+ min

0≤v≤1

∂w1

∂y
v = 0, (10.1)
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∂w2

∂t
− ∂w2

∂x
x− ∂w2

∂y
y + max

0≤u≤1

∂w2

∂x
u+ min

0≤v≤1

∂w2

∂y
v = 0. (10.2)

Функции цены wi(T, t, x, y), i = 1, 2, удовлетворяют также краевому
условию, когда t = T ,

w1(T, T, x, y) = CAxy − α1x− α2y + a22 = gA(x, y), (10.3)

w2(T, T, x, y) = CBxy − β1x− β2y + b22 = gb(x, y). (10.4)

Рассмотрим теперь терминальные краевые задачи (10.1), (10.3) и
(10.2), (10.4) для функций цены w1(T, t, x, y), w2(T, t, x, y). Обратим на-
ше внимание на первую задачу (10.1), (10.3). Известно [95,149], что функ-
ция цены w1(T, t, x, y) совпадает с обобщенным (минимаксным, вязкост-
ным) решением этой задачи, которое является единственным и опреде-
ляется терминальным краевым условием (10.3) и парой дифференциаль-
ных неравенств для сопряженных производных D∗w1 и D∗w1, соответ-
ствующих уравнению Гамильтона-Якоби (10.1),

D∗w1(T, t, x, y)|(s) ≥ H(x, y, s), (10.5)

D∗w1(T, t, x, y)|(s) ≤ H(x, y, s), (10.6)

(t, x, y) ∈ [t0, T ]× (0, 1)× (0, 1), s = (s1, s2) ∈ R2.

Сопряженные производные D∗w1 и D∗w1 и Гамильтониан H заданы
формулами [98]

D∗w1(T, t, x, y)|(s) = sup
h∈R2

(⟨s, h⟩ − ∂−w1(T, t, x, y)|(1, h)),

D∗w1(T, t, x, y)|(s) = inf
h∈R2

(⟨s, h⟩ − ∂+w1(T, t, x, y)|(1, h)),

H(x, y, s) = −s1x− s2y + max
0≤u≤1

s1u+ min
0≤v≤1

s2v.

Здесь выражение ⟨s, h⟩ обозначает обычное скалярное произведение век-
торов s и h, выражения ∂−w1(T, t, x, y)|(1, h), ∂+w1(T, t, x, y)|(1, h) обо-
значают производные Дини для функции цены w1 в точке (t, x, y) по
направлению (1, h), h = (h1, h2) ∈ R2

∂−w1(T, t, x, y)|(1, h)) =

= lim inf
δ↓0

w1(T, t+ δ, x+ δh1, y + δh2)− w1(T, t, x, y)

δ
,

∂+w1(T, t, x, y)|(1, h)) =

= lim sup
δ↓0

w1(T, t+ δ, x+ δh1, y + δh2)− w1(T, t, x, y)

δ
.
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Отметим, что для кусочно-гладкой функции цены w1 производные
по направлению и сопряженные производные могут быть вычислены в
рамках негладкого и выпуклого анализа. Предположим, например, что
в некоторой окрестности Oε(t∗, x∗, y∗) точки (t∗, x∗, y∗) ∈ [t0, T ]× (0, 1)×
(0, 1) функция w1 задана формулами

w1(T, t, x, y) = min
i∈I

max
j∈J

φij(T, t, x, y) = max
j∈J

min
i∈I

φij(T, t, x, y).

w1(T, t∗, x∗, y∗) = φi,j(T, t∗, x∗, y∗), i ∈ I, j ∈ J.

Производные по направлению в этом случае определяются соотношени-
ями

∂−w1(T, t∗, x∗, y∗)|(1, h) =
= ∂+w1(T, t∗, x∗, y∗)|(1, h) = ∂w1(T, t∗, x∗, y∗)|(h) =

= min
i∈I

max
j∈J

(aij + ⟨bij, h⟩) = max
j∈J

min
i∈I

(aij + ⟨bij, h⟩),

aij =
∂φij

∂t
,

bij =
(∂φij

∂x
,
∂φij

∂y

)
.

Введем конструкции для следующих множеств

C =
∩
i∈I

Ci, Ci = co{bij : j ∈ J},

D =
∩
j∈J

Dj, Dj = co{bij : i ∈ I}.

Здесь символом co обозначена выпуклая оболочка соответствующих век-
торов.

Оказывается, что сопряженные производные определяются соотно-
шениями

D∗w1(T, t∗, x∗, y∗)|(s) =

 max
i∈I

min{−
∑
j∈J

µj(s)aij}, s ∈ C,

+∞ в противном случае,

D∗w1(T, t∗, x∗, y∗)|(s) =

 min
j∈J

max{−
∑
i∈I

νi(s)aij}, s ∈ D,

−∞ в противном случае.
Здесь коэффициенты µj(s), νi(s) удовлетворяют условиям∑

j∈J

µj(s)bij = s, µj(s) ≥ 0,
∑
j∈J

µj(s) = 1,

∑
i∈I

νi(s)bij = s, νi(s) ≥ 0,
∑
i∈I

νi(s) = 1.
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10.2. Описание аналитического решения краевой задачи

В этом разделе показывается, что краевая задача (10.1), (10.3) имеет
аналитическое решение. Соответствующая функция цены w1(T, t, x, y)
является кусочно гладкой и состоит из пяти гладких составляющих
φk(T, t, x, y), k = 1, . . . , 5, которые соединяются операциями максими-
зации и минимизации. Аналитические формулы для гладких компонент
φk(T, t, x, y), k = 1, . . . , 5 могут быть получены с помощью метода харак-
теристик для соответствующих линейных уравнений Гамильтона-Якоби,
которые возникают из нелинейных уравнений (10.1) подстановкой раз-
личных комбинаций экстремальных значений 0 и 1 в выражения для
операций max и min. Зададим формулы для этих функций

φ1(T, t, x, y) = CAe
2(t−T )xy − α1e

t−Tx− α2e
t−Ty + a22, (10.7)

φ2(T, t, x, y) = CAe
2(t−T )xy − α1e

t−Tx

−
(
CAe

2(t−T ) + (α2 − CA)e
(t−T )

)
y + α1e

(t−T ) + a12,
(10.8)

φ3(T, t, x, y) = CAe
2(t−T )xy −

(
CAe

2(t−T ) + (α1 − CA)e
(t−T )

)
x−

(CAe
2(t−T ) + (α2 − CA)e

(t−T ))y + CAe
2(t−T )+

+(α1 + α2 − 2CA)e
(t−T ) + a11,

(10.9)

φ4(T, t, x, y) = CAe
2(t−T )xy −

(
CAe

2(t−T ) + (α1 − CA)e
(t−T )

)
x−

α2e
t−Ty + α2e

t−T + a21,
(10.10)

φ5(T, t, x, y) =
a22CA − α1α2

CA
=
a11a22 − a12a21

CA
=
DA

CA
= vA.

Здесь vA есть значение статической матричной игры с матрицей A.
Функции φk , k = 1, . . . , 5 склеиваются вместе на следующих четырех
линях Lm = Lm(T, t), m = 1, . . . , 4,

L1 =
{
(x, y) : x1(T, t) ≤ x ≤ 1, y = y2(T, t)

}
,

L2 =
{
(x, y) : x = x1(T, t), y1(T, t) ≤ y ≤ 1

}
,

L3 =
{
(x, y) : 0 ≤ x ≤ x2(T, t), y = y1(T, t)

}
,

L4 =
{
(x, y) : x = x2(T, t), 0 ≤ y ≤ y2(T, t)

}
.

Здесь
x1(T, t) = max

{
0, 1− (1− α2

CA
eT−t

}
,

x2(T, t) = max
{
1,

α2

CA
eT−t

}
,
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y1(T, t) = max
{
0, 1− (1− α1

CA
eT−t

}
,

y2(T, t) = max
{
1,

α1

CA
eT−t

}
.

Дадим описание функции цены w1.

Предложение 10.1 Функция цены w1(T, t, x, y) определяется со-
отношением

w1(T, t, x, y) = φk(T, t, x, y), если (x, y) ∈ Dk(T, t),

k = 1, . . . , 5.
(10.11)

Здесь области Dk = Dk(T, t), k = 1, . . . , 5 заданы условиями

D1(T, t) = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] :

x2(T, t) ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ y2(T, t)},
D2(T, t) = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] :

x1(T, t) ≤ x ≤ 1, y2(T, t) ≤ y ≤ 1},
D3(T, t) = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] :

0 ≤ x ≤ x1(T, t), y1 ≤ y ≤ 1(T, t)},
D4(T, t) = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] :

0 ≤ x ≤ x2(T, t), 0 ≤ y ≤ y1(T, t)},
D5(T, t) = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] :

x1(T, t) ≤ x ≤ x2(T, t), y1(T, t) ≤ y ≤ y2(T, t)}.

(10.12)

Замечание 10.1 Некоторые области Dk , k = 1, . . . , 5 могут вы-
рождаться и становиться пустыми. Отметим, что в случае, когда

0 < xA =
α2

CA
< 1, 0 < yA =

α1

CA
< 1,

все области Dk, k = 1, . . . , 5 имеют непустую внутренность на конеч-
ном интервале времени (Tf , T ],

Tf = max{tx1
, tx2

, ty1, ty2},
tx1

= max{t : x1(T, t) = 0},
tx2

= max{t : x2(T, t) = 1},
ty1 = max{t : y1(T, t) = 0},
ty2 = max{t : y2(T, t) = 1}.
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Внутренние части областей D1, D2, D3, D4 исчезают в соответствую-
щие моменты времени tx2

, ty2, tx1
, tx2

, и функция цены w1(T, t, x, y) ста-
новится равной константе, совпадающей с ценой статической игры,

w1(T, t, x, y) = φ5 =
DA

CA
= vA,

( t ≤ Td, (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] ),

Td = min{tx1
, tx2

, ty1, ty2}.
На рис.16 линии Lm,m = 1, . . . , 4 и области Dk, k = 1, . . . , 5 показаны

для случая xA = 0.6, yA = 0.4, e(T − t) = 1.5.
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Рис. 16. Структура функции цены w1 в терминальной задаче.

10.3. Проверка дифференциальных неравенств в терминаль-
ной краевой задаче

Для доказательства Предложения 10.1. покажем, что необходимые и до-
статочные условия (10.3), (10.5), (10.6) выполнены для функции w1(T, t,
x, y), определенной формулами (10.11), (10.12).

Доказательство
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Очевидно, что терминальное краевое условие (10.3) выполняется
для функции w1(T, t, x, y). Проверим, удовлетворяет ли функция w1(T, t,
x, y) дифференциальным неравенствам (10.5), (10.6). Легко убедить-
ся, что функции φk(T, t, x, y), k = 1, . . . , 5, удовлетворяют уравнению
Гамильтона-Якоби (10.1) во внутренних точках D0

K = intDk областей
Dk , k = 1, . . . , 5. Остается проверить неравенства (10.5), (10.6) в точ-
ках границ ∂Dk этих областей, более точно, в точках линий Lm(T, t),
m = 1, . . . , 4. Рассмотрим, например, часть

L12
1 = L12

1 (T, t) = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : x2(T, t), x ≤ 1, y = y2(T, t)}

линии L1, в точках которой функции φ1 и φ2 склеиваются вместе (см.
Рис.16). Вычислим производные ∂φi/∂t, ∂φi/∂x, ∂φi/∂y, i = 1, 2 на
линии L12

1

∂φ1

∂t
= 2CAe

2(t−T )xy − α1e
(t−T )x− α2e

(t−T )y = α1e
(t−T )x− α1α2

CA
,

∂φ1

∂x
= CAe

2(t−T )y − α1e
(t−T ) = 0, ]

∂φ1

∂y
= CAe

2(t−T )x− α2e
(t−T ),

∂φ2

∂t
= 2CAe

2(t−T )xy − α1e
(t−T )x− 2CAe

2(t−T )y − (α2 − CA)e
(t−T )y

+α1e
(t−T ) = α1e

(t−T )x− α1α2

CA
− α1(e

(t−T ) − 1),

∂φ2

∂x
= CAe

2(t−T )y − α1e
(t−T ) = 0,

∂φ2

∂y
= CAe

2(t−T )x−
(
CAe

2(t−T ) + (α2 − CA)e
(t−T )

)
.

Можно заметить, что частные производные ∂φ1/∂y и ∂φ2/∂y связаны в
точках линии L12

1 неравенствами

0 ≤ ∂φ1

∂y
≤ ∂φ2

∂y
.

Следовательно, функции φ1 и φ2 склеиваются на линии L12
1 операцией

максимизации. Тогда для функции w1(T, t, x, y) имеет место следующее
соотношение

w1(T, t, x, y) = max{φ1(T, t, x, y), φ2(T, t, x, y)}

в некоторой окрестности линии L12
1 . Кроме того, имеем здесь соотноше-

ния
∂φ1

∂x
=
∂φ2

∂x
= 0.
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Таким образом, производная по направлению (1, h) = (1, h1, h2) опреде-
ляется соотношением

∂w1(T, t, x, y)|(1, h) = max{∂φ1

∂t
+
∂φ1

∂y
h2,

∂φ2

∂t
+
∂φ2

∂y
h2}.

Тогда для сопряженных производных получаем соотношения

D∗w1(T, t, x, y)|(s) =


−λa1 − (1− λ)a2,

если s1 = 0 и s2 = λb1 + (1− λ)b2,
+∞,

в противном случае.

D∗w1(T, t, x, y)|(s) = −∞, s ∈ R2.

Здесь 0 ≤ λ ≤ 1, ai = ∂φi/∂t, bi = ∂φi/∂y, i = 1, 2.
Напомним, что нам необходимо проверить пару условий

D∗w1(T, t, x, y)|(s) ≥ H(x, y, s),

D∗w1(T, t, x, y)|(s) ≤ H(x, y, s).

Очевидно, что второе неравенство выполняется. Проверим первое. Для
векторов

s = (s1, s2), s1 = 0, s2 = λ
∂φ1

∂y
+ (1− λ)

∂φ2

∂y
имеем соотношения

D∗w1(T, t, x, y)|(s) = (1− λ)α1(e
(t−T ) − 1)− α1e

(t−T )x+
α1α2

CA
,

H(x, y, s) = max0≤u≤1 s1(−x+ u) + min0≤v≤1 s2(−y + v) = −s2y =

(1− λ)α1(e
(t−T ) − 1)− α1e

(t−T )x+
α1α2

CA
.

Таким образом, получаем

D∗w1(T, t, x, y)|(s) = H(x, y, s)

для s ∈ domD∗w1. Здесь символом dom обозначена часть области опре-
деления функции D∗w1, в которой эта функция принимает конечные
значения. Таким образом, получаем, что дифференциальные неравен-
ства (10.5), (10.6) выполняются для функции w1 на множестве L12

1 .
Проверим условия (10.5), (10.6) в точках еще одной типичной линии

склейки. Рассмотрим множество

L15
4 = L15

4 (T, t) = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] :

x = x2(T, t), y1(T, t) ≤ y ≤ y2(T, t)},
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в котором склеиваются функции φ1 и φ5 (см. Рис.16). Очевидно, что
частные производные функции φ5 равны нулю

∂φ5

∂t
=
∂φ5

∂x
=
∂φ5

∂y
= 0.

Можно заметить, что условие

∂φ1

∂x
= CAe

2(T−t)y − α1e
(T−t) ≤ 0 =

∂φ5

∂x

выполняется на множестве L15
4 при условии y ≤ (α1e

(T−t))/CA для точек
(x, y) ∈ L15

4 . Поэтому ясно, что функции φ1 и φ5 склеиваются с помощью
операции минимизации

w1(T, t, x, y) = min{φ1(T, t, x, y), φ5(T, t, x, y)}

на множестве L15
4 . Учитывая, что

∂φ1

∂y
=
∂φ5

∂y
= 0,

получаем следующее соотношение для производной по направлению на
линии L15

4

∂w1(T, t, x, y)|(1, h) = min{0, ∂φ1

∂t
+
∂φ2

∂x
h1}.

Сопряженные производные определяются формулами

D∗w1(T, t, x, y)|(s) = +∞, s ∈ R2,

D∗w1(T, t, x, y)|(s) =


−λa1 − (1− λ)a5,

если s2 = 0 и s1 = λb1 + (1− λ)b5,
−∞,

в противном случае.

Здесь ai = ∂φi/∂t, bi = ∂φi/∂x, i = 1, 5.
Очевидно, что

D∗w1(T, t, x, y)|(s) ≥ H(x, y, s), s ∈ R2.

Вычислим нижнюю сопряженную производную D∗w1(T, t, x, y)|(s) и Га-
мильтониан H(x, y, s) по векторам

s = (s1, s2), s2 = 0, s1 = λ
∂φ1

∂x
+ (1− λ)

∂φ5

∂x
.
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Получаем соотношения

H(x, y, s) = max
0≤u≤1

s1(−x+ u) + min
0≤v leq1

s2(−y + v) =

= −s1x = −λα2e
(t−T )y + λ

α1α2

CA
.

Очевидно, что
D∗w1(T, t, x, y)|(s) = H(x, y, s)

для s ∈ domD∗w1. Следовательно, дифференциальные неравенства (10.5),
(10.6) также выполняются для функции w1 на множестве L15

4 . Условия
(10.5), (10.6) на других частях линий Lm, m = 1, . . . , 4 могут быть прове-
рены аналогично. Таким образом, доказано, что функция w1(T, t, x, y),
определенная формулами (10.11), (10.12), является обобщенным (мини-
максным, вязкостным) решением терминальной краевой задачи (10.1),
(10.3) и, следовательно, совпадает с функцией цены соответствующей
дифференциальной игры (9.1), (9.2).

11. Нижняя оболочка терминальной функции цены
и функция цены игры с мультитерминальным
функционалом выигрыша

11.1. Дифференциальная игра с мультитерминальным функ-
ционалом

В предыдущем разделе мы получили решение для вспомогательной тер-
минальной краевой задачи (10.1), (10.3). Решение этой задачи (функция
цены) w1(T, t, x, y) зависит от терминального момента T . Конечно, такое
решение неприемлемо в эволюционном смысле, потому что мы получаем
“хороший” результат в момент времени T , но не в другое время, включая
бесконечность. Поэтому, в этом разделе мы сконструируем функцию це-
ны для дифференциальной игры с мультитерминальным функционалом
выигрыша

GA

(
x(·), y(·)

)
= inf

t0≤t<+∞
gA

(
x(t), y(t)

)
. (11.1)

Функционал (11.1) определяет предвидящий принцип, так как принима-
ет во внимание будущие значения gA

(
x(t), y(t)

)
, начиная от времени t0,

заканчивая +∞.
Используя результаты, полученные в теории дифференциальных

игр (см. [62]) и теории выживаемости (см. [128]), можно доказать, что
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дифференциальная игра с нулевой суммой с динамикой (9.1) и функци-
оналом (11.1) имеет цену.

Теорема 11.1 Существует седловая точка, определяющая стаци-
онарную функцию цены

sup
u(t,x,y,ε)

inf(
x1(·),y1(·)

) inf
s∈[t0,+∞]

gA
(
x1(s), y1(s)

)
=

= inf
v(t,x,y,ε)

sup(
x2(·),y2(·)

) inf
s∈[t0,+∞]

gA
(
x2(s), y2(s)

)
=

= lim
T→+∞

min
v(t,x,y,ε)

max(
x2(·),y2(·)

) min
s∈[t0,T ]

gA
(
x2(s), y2(s)

)
=

= lim
T→+∞

max
u(t,x,y,ε)

min(
x1(·),y1(·)

) min
s∈[t0,T ]

gA
(
x1(s), y1(s)

)
=

= wA(t0, x0, y0) = wA(x0, y0).

Здесь траектории
(
x1(·), y1(·)

)
,
(
x2(·), y2(·)

)
генерируются из началь-

ного положения (t0, x0, y0) обратными связями u(t, x, y, ε), v(t, x, y, ε)
максимизирующих и минимизирующих игроков соответственно, и про-
извольными управлениями их оппонетнов.

Доказательство Доказательство следует из теоремы об альтерна-
тиве [62], стационарного свойства динамики (9.1), конечности величин
функционала GA (11.1), и может быть выведено через понятие выжива-
емости [128]. Схема доказательства следующая.

В общем случае имеют место условия

sup
u(t,x,y,ε)

inf(
x1(·),y1(·)

) inf
s∈[t0,+∞]

gA
(
x1(s), y1(s)

)
≤

≤ inf
v(t,x,y,ε)

sup(
x2(·),y2(·)

) inf
s∈[t0,+∞]

gA
(
x2(s), y2(s)

)
≤

≤ lim
T→+∞

min
v(t,x,y,ε)

max(
x2(·),y2(·)

) min
s∈[t0,T ]

gA
(
x2(s), y2(s)

)
=

= lim
T→+∞

max
u(t,x,y,ε)

min(
x1(·),y1(·)

) min
s∈[t0,T ]

gA
(
x1(s), y1(s)

)
=

= wA(t, x, y).

(11.2)

Можно проверить следующие свойства функции wA(t, x, y), сфор-
мулированные в приведенных ниже леммах. Отметим, что этим леммы
имеют стандартные доказательства [95,98].
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Лемма 11.1 Функция wA стационарна (не зависит от времени
t). Более точно,

wA(t, x, y) = wA(s, x, y) = wA(x, y)

для всех (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1], t ∈ [t0,+∞], s ∈ [t0,+∞].

Лемма 11.2 Функция wA удовлетворяет условию Липшица

|wA(x1, y1)− wA(x2, y2)| ≤ K(|x1 − x2|+ |y1 − y2|)

для всех (xi, yi) ∈ [0, 1]× [0, 1], i = 1, 2.

Лемма 11.3 Функция wA мажорируется выигрышем gA

wA(x, y) ≤ gA(x, y),
(
(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1]

)
. (11.3)

Лемма 11.4 Функция wA является максимальной функцией, ко-
торая удовлетворяет принципу динамического программирования и
для которой выполняется условие (11.3). Соответствующие свойства
u-стабильности и v-стабильности могут быть представлены в беско-
нечно малых величинах следующим образом

min
0≤v≤1

max
0≤u≤1

∂+wA(x, y)|(−x+ u,−y + v) ≥ 0 (11.4)

для всех (x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1), и

max
0≤u≤1

min
0≤v≤1

∂−wA(x, y)|(−x+ u,−y + v) ≥ 0 (11.5)

для всех (x, y) ∈ (0, 1) × (0, 1), где wA(x, y) < gA(x, y). Здесь производ-
ные ∂−wA(x, y)|(h1, h2), ∂+wA(x, y)|(h1, h2) функции wA в точке (x, y) ∈
(0, 1)× (0, 1) вдоль направления h = (h1, h2) определяется соотношени-
ями

∂−wA(x, y)|(h1, h2) = lim inf
δ↓0

wA(x+ δh1, y + δh2)− wA(x, y)

δ
,

∂+wA(x, y)|(h1, h2) = lim sup
δ↓0

wA(x+ δh1, y + δh2)− wA(x, y)

δ
. (11.6)
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Лемма 11.5 Свойства u-стабильности (11.4) и v-стабильности
(11.5) могут быть переписаны [98] в рамках сопряженных производных

D∗wA(x, y)|(s) ≤ H(x, y, s), (11.7)(
(x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1), s = (s1, s2) ∈ R2

)
,

D∗wA(x, y)|(s) ≥ H(x, y, s),(
(x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1), wA(x, y) < gA(x, y),

s = (s1, s2) ∈ R2
)
.

(11.8)

Здесь сопряженные производные D∗wA, D∗wA и Гамильтониан H опре-
деляются соотношениями

D∗wA(x, y)|(s) = sup
h inR2

(
⟨s, h⟩ − ∂−wA(x, y)|(h)

)
,

D∗wA(x, y)|(s) = inf
h inR2

(
⟨s, h⟩ − ∂+wA(x, y)|(h)

)
, (11.9)

H(x, y, s) = −s1x− s2y +max{0, s1}+min{0, s2}. (11.10)

Учитывая свойства стабильности и используя концепцию стратегии “экс-
тремального сдвига” [179], можно доказать, что соответствующие траек-
тории обеспечивают значение функционала GA (11.1) на [t0,+∞) равное
значению функции wA. Следовательно, все неравенства в (11.2) превра-
щаются в равенства и этот факт доказывает Теорему 11.1.

Обратный результат также верен.

Лемма 11.6 Дифференциальные неравенства (11.4), (11.5) (или,
эквивалентно, (11.7), (11.8)) вместе с краевым условием (11.3) одно-
значно определяют функцию цены wA. Более точно, существует мак-
симальная функция, которая удовлетворяет этим условиям, и эта
функция совпадает с функцией wA.

Таким образом, или множество Лемм 11.3, 11.4, 11.6 или множество
Лемм 11.3, 11.5, 11.6 обеспечивают необходимые и достаточные условия
для того, чтобы функция wA совпадала с функцией цены.

Свойства стабильности (11.4), (11.5) (или эквивалентно свойства
(11.7), (11.8)) связаны со стационарным уравнением Гамильтона-Якоби.

Лемма 11.7 В точках (x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1), в которых wA(x, y) <
gA(x, y) и wA дифференцируема, неравенства (11.4), (11.5) (или (11.7),
(11.8)) превращаются в стационарное уравнение Гамильтона-Якоби

−∂wA

∂x
x− ∂wA

∂y
y +max{0, ∂wA

∂x
}+min{0, ∂wA

∂y
} = 0. (11.11)
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Для кусочно-гладких функций мы имеем следующую стационарную
версию свойств стабильности.

Лемма 11.8 Если функция цены wA является кусочно-гладкой, то
сопряженные производные (11.9), (11.10) определяются соотношения-
ми

D∗wA(x∗, y∗)|(s) =
{

0, s ∈ C,
+∞, в противном случае,

D∗wA(x∗, y∗)|(s) =
{

0, s ∈ D,
−∞, в противном случае.

Здесь

C =
∩
i∈I

Bi, Bi = co{bij : j ∈ J},

D =
∩
j∈J

Bj, Bj = co{bij : i ∈ I},

bij =

(
∂φij

∂x
,
∂φij

∂y

)
,

wA(x, y) = min
i∈I

max
j∈J

φij(x, y) = max
j∈J

min
i∈I

φij(x, y),

wA(x∗, y∗) = φij(x∗, y∗), i ∈ I, j ∈ J,

(x, y) ∈ Oε(x∗, y∗).

Дифференциальные неравенства (11.7), (11.8) преобразуются в форму-
лы

0 ≤ −s1x− s2y +max{0, s1}+min{0, s2},
(x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1), s = (s1, s2) ∈ D,

0 ≥ −s1x− s2y +max{0, s1}+min{0, s2},
(x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1), wA(x, y) < gA(x, y), s = (s1, s2) ∈ C.

11.2. Описание решения для игры с мультитерминальным
функционалом

Прежде, чем описать аналитическое решение игры, представим кривые
гладких компонент φ1, φ3 (10.7), (10.9) функции цены w1 (10.11), пара-
метризованной временем s = t − T . Нижние огибающие обеспечивают
рассмотрение мультитерминальных интересов и представление принци-
па предвидения для конструирования обратных связей. Для того, чтобы
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построить огибающую ψ1
A для φ1, необходимо вычислить производную

соответсвтующих функций по параметру s, приравнять ее к нулю, найти
корень полученного уравнения, и подставить найденный корень в функ-
цию φ1. Имеем

∂φ1

∂s
= 2CAe

2sxy − α1e
sx− α2e

sy = 0,

es =
α1x+ α2y

2CAxy
,

ψ1
A(x, y) = φ1(s, x, y) = a22 −

(α1x+ α2y)
2

4CAxy
.

Сделав тоже самое с функцией φ3, получим ее нижнюю огибающую ψ2
A

относительно параметра s

∂φ3

∂s
= 2CAe

2sxy −

(CAe
2s + (α1 − CA)e

s)x− (CAe
2s + (α2 − CA)e

s)y +

CAe
2s + (α1 + α2 − 2CA)e

s = 0,

es =
(α1 − CA)(x− 1) + (α2 − CA)(y − 1)

2CA(x− 1)(y − 1)
,

ψ2
A(x, y) = φ3(s, x, y) = a11 −

((CA − α1)(1− x) + (CA − α2)(1− y))2

4CA(1− x)(1− y)
.

Аналогичным образом определим нижние огибающие ψ3
A, ψ4

A гладких
компонент ϕ2, ϕ4 (10.8), (10.10). Соответственно имеем

ψ3
A(x, y) = CAxy − α1x− α2y + a22,

ψ4
A(x, y) =

a22CA − α1α2

CA
= vA.

Гладкие функции ψi
A, i = 1, ..., 4, склеиваются вместе вдоль следу-
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ющих линий Kj
A, j = 1, ..., 5,

K1
A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : x =

α2

CA
, 0 ≤ y ≤ 1},

K2
A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] :

α2

CA
≤ x ≤ 1,

α1

CA
≤ y ≤ 1, y =

α1

α2
x},

K3
A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : 0 ≤ x ≤ α2

CA
,

0 ≤ y ≤ α1

CA
, y = −(CA − α1)

(CA − α2)
(1− x) + 1},

K4
A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] :

α2

CA
≤ x ≤ 1,

0 ≤ y ≤ α1

CA
, y =

α1x

2CAx− α2
},

K5
A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : 0 ≤ x ≤ α2

CA
,

α1

CA
≤ y ≤ 1, y = − (CA − α1)(1− x)

2CA(1− x)− (CA − α2)
+ 1}.

Перейдем к аналитическому описанию функции цены wA.

Лемма 11.9 В случае, когда CA > 0, функция цены (x, y) →
wA(x, y) определяется как

wA(x, y) = ψi
A(x, y), если (x, y) ∈ Ei

A, i = 1, ..., 4. (11.12)
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Здесь области Ei
A, i = 1, ..., 4, определяются следующим образом

E1
A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] :

α2

CA
≤ x ≤ 1,

α1x

2CAx− α2
≤ y ≤ α1

α2
x},

E2
A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : 0 ≤ x ≤ α2

CA
,

−(CA − α1)

(CA − α2)
(1− x) + 1 ≤ y ≤

≤ − (CA − α1)(1− x)

2CA(1− x)− (CA − α2)
+ 1},

E3
A = E31

A ∪ E32
A

E31
A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] :

α2

CA
≤ x ≤ 1,

0 ≤ y ≤ α1x

2CAx− α2
},

E32
A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : 0 ≤ x ≤ α2

CA
,

− (CA − α1)(1− x)

2CA(1− x)− (CA − α2)
+ 1 ≤ y ≤ 1},

E4
A = E41

A ∪ E42
A

E41
A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] :

α2

CA
≤ x ≤ 1,

α1

α2
x ≤ y ≤ 1},

E42
A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : 0 ≤ x ≤ α2

CA
,

0 ≤ y ≤ −(CA − α1)

(CA − α2)
(1− x) + 1}. (11.13)
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Рис. 17. Структура функции цены wA в мультитерминальной задаче.

На рис.17 линии Kj
A, j = 1, . . . , 5 и области Ei

A, i = 1, . . . , 4 показа-
ны для случая CA = 5, α1 = 2, α2 = 3.

Замечание 11.1 В области E4
A выполняются следующие соотно-

шения
gA(x, y) ≥ wA(x, y) = vA,

то есть значение цены wA меньше или равно значению функции выиг-
рыша gA.

Замечание 11.2 Позиционная стратегия U 0
A = u0A(x, y), соответ-

ствующая функции цены wA, обеспечивает выживаемость траекто-
рий (x(·), y(·)) системы (9.1) в области E4

A.

Замечание 11.3 В случае, когда CA < 0, функция цены (x, y) →
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wA(x, y) определяется отношениями

wA(x, y) = ψi
A(x, y), if (x, y) ∈ Ei

A, i = 1, ..., 4,

ψ1
A(x, y) = a21 +

((CA − α1)x+ α2(1− y))2

4CAx(1− y)
,

ψ2
A(x, y) = a12 +

(α1(1− x) + (CA − α2)y)
2

4CA(1− x)y
,

ψ3
A(x, y) = CAxy − α1x− α2y + a22,

ψ4
A(x, y) = vA.

Здесь области Ei
A, i = 1, ..., 4, определяются следующим образом

E1
A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] :

α2

CA
≤ x ≤ 1,

−(CA − α1)

α2
x+ 1 ≤ y ≤ −(CA − α1)x

2CAx− α2
+ 1},

E2
A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : 0 ≤ x ≤ α2

CA
,

α1(1− x)

2CA(1− x)− (CA − α2)
≤ y ≤ α1

(CA − α2)
(1− x)},

E3
A = E31

A ∪ E32
A ,

E31
A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] :

α2

CA
≤ x ≤ 1,

−(CA − α1)x

2CAx− α2
+ 1} ≤ y ≤ 1,

E32
A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : 0 ≤ x ≤ α2

CA
,

0 ≤ y ≤ α1(1− x)

2CA(1− x)− (CA − α2)
+ 1},

E4
A = E41

A ∪ E42
A ,

E41
A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] :

α2

CA
≤ x ≤ 1,

0 ≤ y ≤ −(CA − α1)

α2
x+ 1},

E42
A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : 0 ≤ x ≤ α2

CA
,

α1

(CA − α2)
(1− x) ≤ y ≤ 1}. (11.14)

Замечание 11.4 Для матрицы B функция цены wB может быть
определена аналогично. В случае, когда CB > 0, функция цены (x, y) →
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wB(x, y) определяется соотношениями

wB(x, y) = ψi
B(x, y), if (x, y) ∈ Ei

B, i = 1, ..., 4,

ψ1
B(x, y) = b22 −

(β1x+ β2y)
2

4CBxy
,

ψ2
B(x, y) = b11 −

((CB − β1)(1− x) + (CB − β2)(1− y))2

4CB(1− x)(1− y)
,

ψ3
B(x, y) = CBxy − β1x− β2y + b22,

ψ4
B(x, y) = vB =

b22CB − β1β2
CB

.

Здесь области Ei
B , i = 1, ..., 4, определяются следующим образом

E1
B = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] :

β1
CB

≤ y ≤ 1,

β2y

2CBy − β1
} ≤ x ≤ β2

β1
y},

E2
B = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : 0 ≤ y ≤ β1

CB
,

−(CB − β2)

(CB − β1)
(1− y) + 1 ≤ x ≤

≤ − (CB − β2)(1− y)

2CB(1− y)− (CB − β1)
+ 1},

E3
B = E31

B ∪ E32
B

E31
B = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] :

β1
CB

≤ y ≤ 1,

0 ≤ x ≤ β2y

2CBy − β1
},

E32
B = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : 0 ≤ y ≤ β1

CB
,

− (CB − β2)(1− y)

2CB(1− y)− (CB − β1)
+ 1 ≤ x ≤ 1},

E4
B = E41

B ∪ E42
B

E41
B = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] :

β1
CB

≤ y ≤ 1,

β2
β1
y ≤ x ≤ 1},

E42
B = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : 0 ≤ y ≤ β1

CB
,

0 ≤ x ≤ −(CB − β2)

(CB − β1)
(1− y) + 1}. (11.15)
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В случае, когда CB < 0, функция цены (x, y) → wB(x, y) определяется
соотношениями

wB(x, y) = ψi
B(x, y), if (x, y) ∈ Ei

B, i = 1, ..., 4,

ψ1
B(x, y) = b12 +

(β1(1− x) + (CB − β2)y)
2

4CB(1− x)y
,

ψ2
B(x, y) = b21 +

((CB − β1)x+ β2(1− y))2

4CBx(1− y)
,

ψ3
B(x, y) = CBxy − β1x− β2y + b22,

ψ4
B(x, y) = vB.

Здесь области Ei
B , i = 1, ..., 4, определяются следующим образом

E1
B = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] :

β1
CB

≤ y ≤ 1,

−(CB − β2)

β1
y + 1 ≤ x ≤ −(CB − β2)y

2CBy − β1
+ 1},

E2
B = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : 0 ≤ y ≤ β1

CB
,

β2(1− y)

2CB(1− y)− (CB − β1)
≤ x ≤ β2

(CB − β1)
(1− y)},

E3
B = E31

B ∪ E32
B ,

E31
B = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] :

β1
CB

≤ y ≤ 1,

−(CB − β2)y

2CBy − β1
+ 1 ≤ x ≤ 1},

E32
B = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : 0 ≤ y ≤ β1

CB
,

0 ≤ x ≤ β2(1− y)

2CB(1− y)− (CB − β1)
},

E4
B = E41

B ∪ E42
B ,

E41
B = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] :

β1
CB

≤ y ≤ 1,

0 ≤ x ≤ −(CB − β2)

β1
y + 1},

E42
B = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : 0 ≤ y ≤ β1

CB
,

β2
(CB − β1)

(1− y) ≤ x ≤ 1}. (11.16)
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11.3. Проверка свойств u− и v− стабильности в мультитерми-
нальной игре

В этом разделе мы доказываем, что для функции wA выполнены необ-
ходимые и достаточные условия того, что она совпадает с ценой муль-
титерминальной игры. А именно, для нее выполняются краевое условие
(11.3) и дифференциальные неравенства (11.7), (11.8).

Доказательство
Краевое условие очевидно выполнено, так как функции ψi

A, i =
1, . . . , 4 является нижними огибающими терминального решения w1(T, t,
x, y) и, следовательно,

ψi
A(x, y) ≤ ϕi(t, t, x, y) ≤ gA(x, y), i = 1, · · · , 4, (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1].

Проверим, что дифференциальные неравенства (11.7), (11.8) выпол-
няются для функции wA. Нетрудно доказать, что функции ψi

A, i = 1, 2, 4,
(3.19, 3.20, 3.22) удовлетворяют уравнению Гамильтона-Якоби (11.11) во
внутренних точках областей Ei

A, i = 1, 2, 4. Можно проверить, что функ-
ция ψ3

A совпадает с краевой функцией gA и удовлетворяет неравенству

−∂ψ
3
A

∂x
x− ∂ψ3

A

∂y
y +max 0,

∂ψ3
A

∂x
+min0,

∂ψ3
A

∂y
≥ 0

во внутренних точках области E3
A.

Остается проверить дифференциальные неравенства (11.7), (11.8))
на линиях Kj

A, j = 1, . . . , 5. Осуществим эту проверку на линиях K2
A, K

3
A

(см. Рис.17). В точках линии K2
A функции ψ1

A и ψ4
A непрерывно склеены

вместе. Вычислим частные производные этих функций на этой линии

∂ψ1
A

∂x
=
α2
1x

2 − α2
2y

2

4CAx2y
,

∂ψ1
A

∂y
=
α2
1x

2 − α2
2y

2

4CAxy2y
,

∂ψ4
A

∂x
= 0,

∂ψ4
A

∂y
= 0.

Можно заметить, что эти производные равны нулю на линии K2
A

∂ψ1
A

∂x
=
∂ψ4

A

∂x
= 0,

∂ψ1
A

∂y
=
∂ψ4

A

∂y
= 0.
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Другими словами, функции ψ1
A и ψ4

A здесь гладко склеены вместе. Сле-
довательно, соотношения (11.7), (11.8) на линии K2

A выполняются как ра-
венство (11.11). Аналогично можно доказать гладкое склеивание функ-
ций ψ2

A, ψ4
A, которое ведет к соотношениям (11.7),(11.8) в виде равенства

(11.11) на линии K3
A.

Рассмотрим далее линию K4
A (см. Рис.17), на которой склеиваются

функции ψ1
A и ψ3

A. Можно проверить, что склеивание здесь гладкое. Для
частных производных, посчитанных на линии K4

A, имеем

∂ψ1
A

∂x
=

∂ψ3
A

∂x
=
α1(α2 − CAx)

2CAx− α2
,

∂ψ1
A

∂y
=

∂ψ3
A

∂y
= CAx− α2.

Гладкое склеивание означает, что функция wA удовлетворяет уравнению
Гамильтона-Якоби на линии K4

A. Подобным способом можно проверить
гладкость функции wA на линии K5

A.
Вдоль последней линии K1

A (см. Рис.17) склеиваются функции ψ3
A

и ψ4
A. Их производные на линии K1

A определяются соотношениями

∂ψ3
A

∂x
= CAy − α1,

∂ψ4
A

∂x
= 0,

∂ψ3
A

∂y
=

∂ψ4
A

∂y
= 0.

Заметим, что в случае выполнения соотношений wA = ψ3
A = ψ4

A = gA на
линии K1

A необходимо проверить только условие (11.7). Отметим, что в
некоторой окрестности линии K1

A имеет место склейка на основе опера-
ции минимизации

wA(x, y) = min{ψ3
A(x, y), ψ

4
A(x, y)}.

Следовательно, для точек (x, y) ∈ K1
A получаем соотношения (см. (11.6),

(11.9))

∂wA(x, y)|(h1, h2) = min{0, (CAy − α1)h1},

D∗wA(x, y)|(s1, s2) =


0,
если s1 = λ(CAy − α1) и s2 = 0,
−∞,
в противном случае,

(11.17)

здесь 0 ≤ λ ≤ 1.
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Для точек (x, y) ∈ K1
A и векторов s = (s1, s2), s1 = λ(CAy − α1),

s2 = 0 Гамильтониан H(x, y, s) определяется соотношениями

H(x, y, s) = −s1x+max{0, s1} ={
−s1x если s1 ≤ 0,
s1(1− x) в противном случае.

Очевидно, что для этих величин Гамильтониан больше или равен нижней
сопряженной производной (11.17). Следовательно, неравенство (11.7) на
линии K1

A доказано.
Проверка условий (11.7), (11.8) для функции wA во всех точках

квадрата [0, 1]×[0, 1] завершена. Таким образом, мы доказали, что функ-
ция wA (11.12), (11.13) является функцией цены в игре с мультитерми-
нальным функционалом.

12. Гибкие “позитивные” управления по принципу
обратной связи, генерируемые функциями цены
в мультитерминальных играх

12.1. Описание оптимальных управлений по принципу обрат-
ной связи

Дадим описание гибких “позитивных” управлений по принципу обрат-
ной связи u0A = uflA = uflA (x, y), которые решают задачу гарантирующей
максимизации для мультитерминального функционала GA(x1(·), y1(·))
(11.1) на траекториях (x1(·), y1(·)) системы (9.1). Это максимизирующее
управление построено по принципу “экстремального сдвига” в направле-
нии градиента (обобщенного градиента) функции цены wA мультитер-
минальной игры и, вследствие этого, принимает во внимание будущие
моменты времени.

Видно, что частная производная ∂wA/∂x функции цены wA меня-
ет свой знак на линиях K2

A и K3
A (см. Рис.17). Поэтому, оптимальное

управление по принципу обратной связи u0A имеет следующую структу-
ру. Управляющий параметр uflA = uflA (x, y) равен нулю, если текущая
позиция (x, y) = (x1(t), y1(t)) лежит справа от линии KA = K2

A∪K3
A, ра-

вен единице, если текущая позиция лежит слева от этой линии, и может
принимать произвольные значения в точках линии KA. А именно, если
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CA > 0, то

u0A = uflA = uflA (x, y) =


0, если (x, y) ∈ D1

A,

1, если (x, y) ∈ D2
A,

∈ [0, 1], если (x, y) ∈ KA.
(12.1)

D1
A = D11

A ∪D12
A ,

D11
A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : y <

α1

α2
x, y ≥ α1

CA
},

D12
A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : y < −(CA − α1)

(CA − α2)
(1− x) + 1, y ≤ α1

CA
},

D2
A = D21

A ∪D22
A ,

D21
A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : y >

α1

α2
x, y ≥ α1

CA
},

D22
A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : y > −(CA − α1)

(CA − α2)
(1− x) + 1, y ≤ α1

CA
},

KA = K2
A ∪K3

A,

K2
A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : y =

α1

α2
x, y ≥ α1

CA
},

K3
A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : y = −(CA − α1)

(CA − α2)
(1− x) + 1, y ≤ α1

CA
}.

На рис.18 изображены линия переключения KA и области D1
A, D2

A.
Направления скорости ẋ в областях D1

A, D2
A показаны стрелками.

92



0 0.5 1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x
A

y
A

KA
3

KA
2

DA
2

DA
1

x

y

Рис. 18. Синтез гибких “позитивных” управлений по принципу обратной связи ufl
A .

Если CA < 0, то гибкое “позитивное” управление по принципу обрат-
ной связи uflA имеет структуру (12.1), при которой линия переключения
KA и области D1

A, D2
A определяются соотношениями

D1
A = D11

A ∪D12
A ,

D11
A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : y >

α1

(CA − α2)
(1− x), y ≥ α1

CA
},

D12
A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : y > −(CA − α1)

α2
x+ 1, y ≤ α1

CA
},

D2
A = D21

A ∪D22
A ,

D21
A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : y <

α1

(CA − α2)
(1− x), y ≥ α1

CA
},

D22
A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : y < −(CA − α1)

α2
x+ 1, y ≤ α1

CA
},

KA = K2
A ∪K3

A,

K2
A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : y =

α1

(CA − α2)
(1− x), y ≥ α1

CA
},

K3
A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : y = −(CA − α1)

α2
x+ 1, y ≤ α1

CA
}.
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Задача гарантированной оптимизации мультитерминального функ-
ционала GB(x2(·), y2(·)) для второй коалиции решается аналогично. Гиб-
кое “позитивное” управление по принципу обратной связи v0B = vflB =

vflB (x, y) имеет структуру, схожую с (12.1). А именно, если CB > 0, то
управление vflB описывается как

v0B = vflB = vflB (x, y)


0, если (x, y) ∈ D1

B,
1, если (x, y) ∈ D2

B,

∈ [0, 1], если (x, y) ∈ KB.

(12.2)

D1
B = D11

B ∪D12
B ,

D11
B = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : y >

β1
β2
x, x ≥ β2

CB
},

D12
B = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : y > −(CB − β1)

(CB − β2)
(1− x) + 1, x ≤ β2

CB
},

D2
B = D21

B ∪D22
B ,

D21
B = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : y <

β1
β2
x, x ≥ β2

CB
},

D22
B = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : y < −(CB − β1)

(CB − β2)
(1− x) + 1, x ≤ β2

CB
},

KB = K2
B ∪K3

B,

K2
B = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : y =

β1
β2
x, x ≥ β2

CB
},

K3
B = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : y = −(CB − β1)

(CB − β2)
(1− x) + 1, x ≤ β2

CB
}.

Если CB < 0, то управление vflB определяется соотношением (12.2), в
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котором линия переключения KB и области D1
B , D2

B заданы как

D1
B = D11

B ∪D12
B ,

D11
B = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : y > −(CB − β1)

β2
x+ 1, x ≥ β2

CB
},

D12
B = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : y >

β1
(CB − β2)

(1− x), x ≤ β2
CB

},

D2
B = D21

B ∪D22
B ,

D21
B = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : y < −(CB − β1)

β2
x+ 1, x ≥ β2

CB
},

D22
B = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : y <

β1
(CB − β2)

(1− x), x ≤ β2
CB

},

KB = K2
B ∪K3

B,

K2
B = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : y = −(CB − β1)

β2
x+ 1, x ≥ β2

CB
},

K3
B = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : y =

β1
(CB − β2)

(1− x), x ≤ β2
CB

}.

12.2. Значение цены, гарантируемое оптимальным управлени-
ем по принципу обратной связи для мультитерминаль-
ных выигрышей

Оптимальные управления uflA (x, y) (12.1) гарантируют, что текущий вы-
игрыш первой коалиции будет при длительном сроке не хуже, чем цена
vA = DA/CA, CA > 0 статической матричной игры с нулевой суммой
для матрицы A (назовем ее A-матричная игра). Очевидно, что этот те-
кущий выигрыш первой коалиции не хуже значения функции wA, т.к.
выполняется неравенство

vA ≥ wA(x, y), ∀(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1].

Верно следующее утверждение.

Утверждение 12.1 Для любого начального положения (x0, y0) ∈
[0, 1]× [0, 1] и любой траектории

(x1(·), y1(·)) ∈ X(x0, y0, u
fl
A ), x1(t0) = x0, y1(t0) = y0, t0 = 0,

генерированной оптимальным управлением uflA = uflA (x, y), существует
конечный момент времени ts ∈ [0, TA]

TA = ln(max{CA

α2
,

CA

CA − α2
})
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такой, что в этот момент траектория (x1(·), y1(·)) входит в область
E4

A (см. (11.13) или (11.14))

(x1(ts), y1(ts)) ∈ E4
A,

где функция цены wA равна значению vA A-матричной игры

wA(x1(ts), y1(ts)) = vA,

и остается в этой области E4
A на бесконечном интервале времени

[ts,+∞) (и, следовательно, на интервале времени [TA,+∞)) (см. (11.12),
(11.13) и Замечание 11.2). Поэтому, в соответствии с определением
функции цены wA, имеет место следующее неравенство

gA(x1(t), y1(t)) ≥ vA, ( t ≥ ts )

и, в частности,
lim inf
t→+∞

gA(x1(t), y1(t)) ≥ vA.

Доказательство.
Заметим, что область E4

A (см. (11.13) или (11.14) имеет непустые
пересечения со всеми линиями Lλ, 0 ≤ λ ≤ 1

Lλ = {(x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1) : y = λ}.

Следовательно, любая возможная траектория (x1(·), y1(·)), генерирован-
ная оптимальным управлением с обратной связью uflA (величина кото-
рого равна нулю или единице) пересекает эту область E4

A, т.к. проекция
скорости на линиях Lλ для таких траекторий не равна нулю и сохраняет
знак до момента пересечения траектории с областью E4

A.
Аналогичное утверждение может быть сформулировано для B-

матричной игры.

Утверждение 12.2 Для любого начального положения (x0, y0) ∈
[0, 1]× [0, 1] и любой траектории

(x2(·), y2(·)) ∈ X(x0, y0, v
fl
B ), x2(t0) = x0, y2(t0) = y0, t0 = 0,

генерированной оптимальным управлением с обратной связью vflB =

vflB (x, y) (12.2), существуют конечное время ts ∈ [0, TB]

TB = ln(max{CB

β1
,

CB

CB − β1
})
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такое, что в это время траектория (x2(·), y2(·)) входит в область E4
B

(см. (11.15) или (11.16))

(x2(ts), y2(ts)) ∈ E4
B,

в которой функция цены wB равна цене vB B-матричной игры

wB(x2(ts), y2(ts)) = vB,

и остается в области E4
B на интервале времени [ts,+∞) (и, следова-

тельно, на интервале времени [TB,+∞)). Поэтому, в соответствии с
определением функции цены wB , имеет место следующее неравенство

gB(x2(t), y2(t)) ≥ vB, ( t ≥ ts )

и, в частности,
lim inf
t→+∞

gB(x2(t), y2(t)) ≥ vB.

Из утверждений 12.1 и 12.2 вытекает следующее утверждение.

Утверждение 12.3 Пересечение E0 множеств E4
A и E4

B не пусто

E0 = E4
A ∩ E4

B ̸= ∅,

и, следовательно, оптимальные стратегии uflA , vflB генерируют траек-
торию (xfl(·), yfl(·)), которая входит в пересечение E0 и остается в
нем на интервале времени [T 0,+∞), T 0 = max{TA, TB}. В множестве
E0 выполняются неравенства

gA(x
fl(t), yfl(t)) ≥ vA, gB(x

fl(t), y(flt)) ≥ vB, t ∈ [T 0,+∞).

Поэтому, множество E0 может называться благоприятной обла-
стью для обеих коалиций.

13. Равновесие по Нэшу с гибкими “позитивными”
управлениями по принципу обратной связи в
мультитерминальных играх

13.1. Структура равновесия по Нэшу

Построим пару управлений для равновесия по Нэшу, склеив вместе гиб-
кие “позитивные” управления u0A = uflA , v0B = vflB (12.1), (12.2) и “наказы-
вающие” управления (стратегии наказания) u0B = uclB , v0A = vclA . Выберем
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начальное положение (x0, y0) ∈ [0, 1]× [0, 1] и параметр точности ε > 0.
Выберем траекторию (xfl(·), yfl(·)) ∈ X(x0, y0, u

fl
A (·), v

fl
B (·)), генерируе-

мую гибкими “позитивными” управлениями uflA и vflB . Возьмем момент
времени Tε > 0 такой, что

gA(x
fl(t), yfl(t)) > J−

A (x
fl(·), yfl(·))− ε,

gB(x
fl(t), yfl(t)) > J−

B (x
fl(·), yfl(·))− ε,

t ∈ [Tε,+∞).

Обозначим символом ufl,εA (t) : [0, Tε) → [0, 1], vfl,εB (t) : [0, Tε) → [0, 1]

пошаговые реализации стратегий uflA , vflB таких, что соответствующее
пошаговое движение (xflε (·), yflε (·)) удовлетворяет условию

max
t∈[0,Tε]

∥(xfl(t), yfl(t))− (xflε (t), y
fl
ε (t))∥ < ε.

Утверждение 13.1 Пара управлений U 0 = u0(t, x, y, ε), V 0 =
v0(t, x, y, ε), полученных при склейке гибких “позитивных” управлений
uflA , vflB (12.1), (12.2) и “наказывающих” управлений uclB , vclA (9.8), (9.9)

U 0 = u0(t, x, y, ε) =


ufl,εA (t),
если ∥(x, y)− (xflε (t), y

fl
ε (t))∥ < ε,

uclB(x, y),
в противном случае,

(13.3)

V 0 = v0(t, x, y, ε) =


vfl,εB (t),
если ∥(x, y)− (xflε (t), y

fl
ε (t))∥ < ε,

vclA(x, y),
в противном случае.

(13.4)

является динамическим ε-равновесием по Нэшу.

Напомним, что траектория (xflε (·), yflε (·)) является ядром динами-
ческого равновесия по Нэшу. Поэтому, ее можно назвать равновесной
траекторией. Она генерируется гарантирующими управлениями uflA and
vflB и обеспечивает лучшее значение функций выигрыша, чем статическое
равновесие по Нэшу. Эта траектория окружается рисковым ε-барьером,
в котором возможно доверие между коалициями.
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13.2. Траектории, генерированные гибкими “позитивными”
управлениями

Представляет интерес вопрос о качественном поведении траекторий, ге-
нерированных гибкими “позитивными” управлениями. Эти траектории
формируют базис динамического равновесия по Нэшу (13.3), (13.4). Пол-
ная классификация возможных предельных точек, аттракторов, циклов
хаотической циркуляции представляет тему исследований в дальнейших
работах. Здесь же приводится следующее утверждение, вытекающее из
предыдущего анализа.

Утверждение 13.2 Значения функционалов выигрыша J−
A , J−

B

на траектории (xfl(·), yfl(·)), генерированной гибкими “позитивными”
управлениями по принципу обратной связи uflA , vflB (12.1), (12.2), не ху-
же, чем значения этих функционалов на любой траектории, сходящей-
ся к статическому равновесию по Нэшу (xB, yA) = (β2/CB, α1/CA), в
котором компоненты коалиционных распределений являются неблаго-
приятными для противоположной коалиции. В соответствие с Утвер-
ждениями 12.1-12.3 тракетории (xfl(·), yfl(·)) входят в благоприят-
ную область E0 и остаются в ней на конечном интервале времени.
Существуют следующие возможные качественные поведения траек-
тории (xfl(·), yfl(·)) в благоприятной области E0:
- она может сходиться к точке пересечения линий KA, KB ;
- она может приближаться к точкам, расположенным на границе
квадрата (например, когда пересечение линий KA, KB пусто);
- она может приближаться к неантагонистическому статическому
равновесию по Нэшу (в случае, когда такое равновесие существует);
- она может просто циркулировать в благоприятной области E0.

Замечание 13.1 “Наказывающие” управления uclB , vclA (9.8), (9.9),
будучи компонентами динамического равновесия по Нэшу (13.3), (13.4),
ведут траектории к неблагоприятному статическому равновесию по
Нэшу (xB, yA).

Замечание 13.2 Используя конструкции гибких “позитивных”
управлений, можно получить неожиданный поразительный резуль-
тат: траектория равновесия TR = (xfl(·), yfl(·)) обеспечивает лучшее
(в данном примере строго лучшее) значение выигрыша для обеих ко-
алиций, чем значение выигрыша в статическом равновесии по Нэшу
(xB, yA). Следовательно, полученная равновесная траектория имеет
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лучшие свойства, чем траектории, представленные в классических мо-
делях с репликаторной динамикой и динамикой “наилучших ответов”,
которые сходятся или циркулируют вокруг статического равновесия
по Нэшу(xB, yA).

14. Модели динамических биматричных игр

14.1. Модель биматричной игры с одним статическим равно-
весием

Рассмотрим для примера матрицы выигрышей двух игроков на финансо-
вом рынке, которые отражают данные по исследованным рынкам акций
(см. money.cnn.com) и облигаций (см. www.fxstreet.ru. com/charts/bond-
yield) в США. Матрица A отвечают поведению торговцев, которые иг-
рают на повышение курса и называются “быками”. Матрица B соответ-
ствует поведению торговцев, которые играют на понижение курса и на-
зываются “медведями”. Параметры матриц означают доходность акций
и облигаций, выраженную в виде процентных ставок,

A =

(
10 0
1.75 3

)
, B =

(
−5 3
10 0.5

)
,

CA = a11 − a12 − a21 + a22 = 10− 0− 1.75 + 3 = 11.25,

α1 = a22 − a12 = 3− 0 = 3, α2 = a22 − a21 = 3− 1.75 = 1.25,

xA =
α2

CA
=

1.25

11.25
= 0.11, yA =

α1

CA
=

3

11.25
= 0.27,

На рис. 19 изображены “правые” зигзаги наилучших ответов игроков
и седловая точка для матрицы A.

100



−0.5 0 0.5 1 1.5

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

x

y

y
A
 = 0.27

S
A

x
A
 = 0.11 

Рис. 19. Ломанные линии наилучших ответов и седловая точка для матрицы A.

CB = b11 − b12 − b21 + b22 = −5− 3− 10 + 0.5 = −17.5,

β1 = b22 − b12 = 0.5− 3 = −2.5, β2 = b22 − b21 = 0.5− 10 = −9.5,

xB =
β2
CB

=
−9.5

−17.5
= 0.54, yB =

β1
CB

=
−2.5

−17.5
= 0.14.

На рис. 20 изображены “правые” зигзаги наилучших ответов игроков
и седловая точка для матрицы A.
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Рис. 20. Ломанные линии наилучших ответов и седловая точка для матрицы B .
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Полученные результаты представлены на рис. 21, где показаны сед-
ловые точки SA и SB и точка равновесия по Нэшу NE .
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Рис. 21. Седловые точки SA и SB и точка равновесия по Нэшу NE .
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На рис. 22 показаны ситуация равновесия по Нэшу NE , линии пе-
реключения KA и KB , точка рыночного равновесия в их пересечении
ME , начальные точки I1, I2, I3 и траектории алгоритма T1, T2, T3, схо-
дящиеся к рыночному равновесию. Видно, что новая точка равновесия
ME существенно отличается от точки статического равновесия по Нэшу
NE , и значение обоих функционалов выигрыша в новой точке лучше,
чем в старой.
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Рис. 22. Равновесные траектории в случае единственного статического равновесия по Нэшу.
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14.2. Модель биматричной игры с тремя статическими равно-
весиями

Рассмотрим пример координационной игры. Напомним, что в таких иг-
рах функции выигрышей игроков не являются прямо противоположны-
ми и подразумевают скоординированные решения. Например, такая си-
туация описывает процесс инвестирования в два аналогичных проекта.

Пусть выбор первой строки первым игроком означает инвестирова-
ние в первый проект, а второй строки - во второй проект. При этом выбор
первого столбца вторым игроком означает инвестирование им в первый
проект, а второго столбца во второй проект. Матрицы выигрышей пер-
вого и второго игрока задаются следующими параметрами.

A =

(
10 0
6 20

)
, B =

(
20 0
4 10

)
,

Значения параметров этих матриц предполагают, что оба игрока
значительно выигрывают, если вкладываются в один проект, и ничего не
выигрывают, или выигрывают мало, если вкладываются в разные про-
екты.

Параметры статической биматричной игры определяются соотноше-
ниями

CA = a11 − a12 − a21 + a22 = 10− 0− 6 + 20 = 24,

α1 = a22 − a12 = 20− 0 = 20, α2 = a22 − a21 = 20− 6 = 14,

xA =
α2

CA
=

14

24
= 0.58, yA =

α1

CA
=

20

24
= 0.83,

На рис. 23 изображены “правые” зигзаги наилучших ответов игроков
и седловая точка для матрицы A.
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Рис. 23. Ломанные линии наилучших ответов и седловая точка для матрицы A.

CB = b11 − b12 − b21 + b22 = 20− 0− 4 + 10 = 26,

β1 = b22 − b12 = 10− 0 = 10, β2 = b22 − b21 = 10− 4 = 6,

xB =
β2
CB

=
6

26
= 0.23, yB =

β1
CB

=
10

26
= 0.38.

На рис. 24 изображены “левые” зигзаги наилучших ответов игроков
и седловая точка для матрицы B .
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Рис. 24. Ломанные линии наилучших ответов и седловая точка для матрицы B .
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На рис. 25 показан случай с тремя ситуациями равновесия по Нэшу
N1, N2, N3. В этом случае, в отличие от предыдущего, линии переклю-
чения KA и KB сопряжены с одной и той же парой вершин квадрата
с координатам (0, 0) и (1, 1). Точка пересечения линий переключения
имеется, но она не является точкой притяжения равновесных траекто-
рий. Показаны траектории T1, T2, T3, T4, которые стартуют в начальных
точках I1, I2, I3, I4, лежащих в качественно различных начальных обла-
стях. Их поведение можно охарактеризовать следующим образом. Они
встречаются с линиями переключения KA или KB , а затем скользят
вдоль них до тех пор, пока не достигнут границ квадрата, где заканич-
вают движение. Приведем значения функционалов выигрыша gA и gB в
точках статического равновесия по Нэшу N1, N2, N3 и в точках окон-
чания равновесных траекторий T1, T2, T3, T4:

N1 : gA = 26, gB = 14,
N2 : gA = 8.3616, gB = 7.6834,
N3 : gA = 10, gB = 20,
T1 : gA = 15.8292, gB = 8.3456,
T2 : gA = 16.5879, gB = 8.5863,
T3 : gA = 16.6508, gB = 8.6052,
T4 : gA = 8.7422, gB = 14.9554.
Видно, что значения функционалов gA и gB в точках окончания

равновесных траекторий T1, T2, T3, T4 лучше, чем значения этих функ-
ционалов в точке статического равновесия N2. Что же касается значений
функционалов в точках статического равновесия N1, N3, то здесь нет
однозначного доминирования в сравнении с точками окончания равно-
весных траекторий T1, T2, T3, T4.
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