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Í.Â.Áàéäàêîâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ åñòåñòâåííûé êëàññ ñîñòàâíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ ãëàäêîñòü

ïîðÿäêà m ðåçóëüòèðóþùåé êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèè íà òðèàíãóëèðîâàííîé îáëàñòè

è íå òðåáóþùèõ íàëè÷èÿ èíôîðìàöèè î ñîñåäíèõ ýëåìåíòàõ. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ

äîëæíîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà òðèàíãóëÿöèþ èñõîäíîé îáëàñòè

÷àñòî ïðèõîäèòñÿ íàêëàäûâàòü �óñëîâèå íàèìåíüøåãî óãëà�, ò. å. îãðàíè÷èâàòü ñíèçó íàèìåíüøèå

âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ íàèìåíüøèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îòðèöàòåëüíóþ ðîëü

íàèìåíüøåãî óãëà ìîæíî îñëàáèòü (íî íå èñêëþ÷èòü ïîëíîñòüþ) çà ñ÷åò âûáîðà ïîäõîäÿùèõ

óñëîâèé èíòåðïîëÿöèè. Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ áîëüøîãî ìíîæåñòâà ñïîñîáîâ âûáîðà

óñëîâèé èíòåðïîëÿöèè ïðè ïîñòðîåíèè ïðîñòûõ (íå ñîñòàâíûõ) êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, â òîì ÷èñëå

òðàäèöèîííûõ, ïðè m � 1 âëèÿíèå íàèìåíüøåãî óãëà òðåóãîëüíèêà íà âåëè÷èíó ïîãðåøíîñòè

àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè ïðîèçâîäíûìè èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà ÿâëÿåòñÿ

ñóùåñòâåííûì äëÿ ðÿäà ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà 2 è âûøå. Â äàííîé ðàáîòå ïîäîáíûé ðåçóëüòàò

äîêàçûâàåòñÿ äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ñîñòàâíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîìåðíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, àïïðîêñèìàöèÿ, óñëîâèå

íàèìåíüøåãî óãëà, ñïëàéíû íà òðèàíãóëÿöèÿõ.

1. Ââåäåíèå

Ïóñòü 
 � R
2 � íåêîòîðàÿ îáëàñòü ïëîñêîñòè; W n+1M � ìíîæåñòâî ôóíêöèé,

íåïðåðûâíûõ íà 
 âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà n+1

âêëþ÷èòåëüíî, ó êîòîðûõ âñå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà n + 1 îãðàíè÷åíû ïî ìîäóëþ

êîíñòàíòîé M: Ïóñòü ìíîæåñòâî òðåóãîëüíèêîâ � = fT1; T2; : : : ; TNg � òðèàíãóëÿöèÿ

îáëàñòè 
; ò. å. 
 =
NS
i=1

Ti; è ëþáûå äâà òðåóãîëüíèêà Ti è Tj ëèáî íå èìåþò îáùèõ

òî÷åê, ëèáî èìåþò îáùóþ âåðøèíó èëè îáùóþ ñòîðîíó. Åñëè äâà òðåóãîëüíèêà èìåþò

îáùóþ ñòîðîíó, èõ íàçûâàþò ñîñåäíèìè.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê T = ha1; a2; a3i 2 � èç òðèàíãóëÿöèè.

Ïóñòü T ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì êîíå÷íûì ýëåìåíòîì, ò. å. òðèàíãóëèðîâàí íà k

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîãðàììû Îòäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ÐÀÍ �Ñîâðåìåííûå

ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé ìàòåìàòèêè� ïðè ïîääåðæêå ÓðÎ ÐÀÍ (ïðîåêò 12-Ò-1-1003/4), ïðè

ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 11-01-00347) è ïðîãðàììû èíòåãðàöèîííûõ ïðîåêòîâ,

âûïîëíÿåìûõ ñîâìåñòíî ó÷åíûìè ÓðÎ ÐÀÍ è ÑÎ ÐÀÍ (ïðîåêò 12-Ñ-1-1018).
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òðåóãîëüíèêîâ T1; T2; : : : ; Tk: Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ðàçáèåíèÿ òðåóãîëüíèêà T

ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ êàæäîé ñòîðîíû [ai; aj] (i; j 2 f1; 2; 3g; i 6= j) íàéäåòñÿ

òðåóãîëüíèê Ts (1 � s � k), ó êîòîðîãî îäíà èç ñòîðîí ñîâïàäàåò ñ [ai; aj]: Ïóñòü

íà êàæäîì èç òðåóãîëüíèêîâ Ti çàäàåòñÿ ñâîé ìíîãî÷ëåí Pn;i = Pi ñòåïåíè íå âûøå

n (ñòåïåíü áåðåòñÿ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ ò. å. ñóììû ñòåïåíåé ó ìîíîìîâ íå

ïðåâîñõîäÿò n). Òàêèì îáðàçîì, íà T çàäàíà êóñî÷íî ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ST :

Íà ST áóäåì íàëàãàòü ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ:

C1. ST èíòåðïîëèðóåò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f è, âîçìîæíî, åå ïðîèçâîäíûå

ïî èçáðàííûì íàïðàâëåíèÿì â íåêîòîðûõ òî÷êàõ òðåóãîëüíèêà T , â òîì

÷èñëå â âåðøèíàõ è íåêîòîðûõ òî÷êàõ ñòîðîí, è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ

èíòåðïîëÿöèîííûìè óñëîâèÿìè è óñëîâèåì ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó Cr(T ) (r � 1),

ò. å. çàäàåòñÿ ëîêàëüíî íà T ;

C2. ñîâîêóïíîñòü âñåõ ST îáðàçóåò ôóíêöèþ èç êëàññà Cr(
) (r � 1), ò. å. åñëèeS =
P
T2�

eST ; ãäå
eST (u) =

(
ST (u); åñëè u 2 T;

0; åñëè u 2 
 n T;

òî eS 2 Cr(
):

Äîãîâîðèìñÿ ïèñàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåëè÷èí  1 è  2 (áóäü òî ôóíêöèè íåêîòîðûõ

ïåðåìåííûõ èëè êîíñòàíòû) èìååò ìåñòî îòíîøåíèå  1

(&)

.  2; åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî

C > 0; íå çàâèñÿùåå îò ôóíêöèè f è ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê òðåóãîëüíèêà

(äîïóñêàåòñÿ çàâèñèìîñòü îò k è n), òàêîå ÷òî  1

(�)

� C 2:

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïðîñòîãî (íå ñîñòàâíîãî) êîíå÷íîãî ýëåìåíòà T � � R
m (T � � íå

îáÿçàòåëüíî òðåóãîëüíèê èëè m-ñèìïëåêñ) ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà

òåëî T � è íà óñëîâèÿ èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèè f 2 W n+1M èìåþò ìåñòî îöåíêè ñâåðõó

âåëè÷èíû àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ (P.G.Ciarlet, P.A.Raviart, [1]),

êîòîðûå â ñëó÷àå òðåóãîëüíèêà ïðèíèìàþò âèä

jjDsf �DsPnjjC(T �) .MHn+1�s (sin�)�s ; (1)

0 � s � n;

ãäå Pn � èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí òèïà Ëàãðàíæà, Ýðìèòà èëè Áèðêãîôà

ñòåïåíè íå âûøå n ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, � � íàèìåíüøèé óãîë òðåóãîëüíèêà

(ñì. òàêæå [2], [3], [4]). Îöåíêè òèïà (1) ÿâëÿþòñÿ ïðè÷èíîé ââåäåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ
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íà òðèàíãóëÿöèþ, ò. å. íàëîæåíèÿ �óñëîâèÿ íàèìåíüøåãî óãëà� � òðåáîâàíèÿ

îòäåëåííîñòè îò íóëÿ âåëè÷èí íàèìåíüøèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêîâ. Âìåñòå ñ òåì

èìåþòñÿ óñïåøíûå ïîïûòêè îñëàáèòü îòðèöàòåëüíîå âëèÿíèå íàèìåíüøåãî óãëà

çà ñ÷åò âûáîðà ïîäõîäÿùèõ óñëîâèé èíòåðïîëÿöèè (ñì. [5], [6], [7], [8], [9], [10],

[11], [12], [13], [14], [15]). Îäíàêî, àíàëèçèðóÿ äàííûå ðàáîòû, ìîæíî çàìåòèòü,

÷òî â îöåíêàõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî è áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ (åñëè áðàòü

ñîâîêóïíîñòü âñåõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé, ïî êîòîðûì áåðóòñÿ ïðîèçâîäíûå)

ñèíóñ íàèìåíüøåãî óãëà â çíàìåíàòåëå îòñóòñòâóåò òîëüêî â ñëó÷àÿõ, êîãäà

îáåñïå÷èâàåòñÿ ëèøü íåïðåðûâíîñòü ãëîáàëüíîé êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèè

íà 
, è íå îáåñïå÷èâàåòñÿ ãëàäêîñòü. Ýòî íàáëþäåíèå èìååò îáîñíîâàíèå: â [16]

äëÿ ïðîñòîãî (íå ñîñòàâíîãî) êîíå÷íîãî ýëåìåíòà áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ áîëüøîãî

ìíîæåñòâà ñïîñîáîâ âûáîðà ëîêàëüíûõ óñëîâèé èíòåðïîëÿöèè, â òîì ÷èñëå

òðàäèöèîííûõ, ïðè ïîñòðîåíèè êóñî÷íî ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèè ãëîáàëüíîé

ãëàäêîñòè 1 èëè âûøå îòðèöàòåëüíîå âëèÿíèå íàèìåíüøåãî óãëà òðåóãîëüíèêà

íà âåëè÷èíó ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè ïðîèçâîäíûìè

èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà

2 è âûøå. Â äàííîé ðàáîòå àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äîêàçûâàåòñÿ äëÿ íåêîòîðîãî

åñòåñòâåííîãî ïîäêëàññà îïèñàííûõ âûøå ñîñòàâíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå

îáåñïå÷èâàþò ãëàäêîñòü ñïëàéíà eS íà 
 áåç çíàíèÿ èíôîðìàöèè î ñîñåäíèõ êîíå÷íûõ

ýëåìåíòàõ.

2. Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû è îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü T = ha1; a2; a3i � òðåóãîëüíûé ñîñòàâíîé êîíå÷íûé ýëåìåíò ñ òðèàíãóëÿöèåé

íà òðåóãîëüíèêè T1; T2; : : : ; Tk; ST � ñïëàéí, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì Ñ1, Ñ2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç �; �; � âåëè÷èíû óãëîâ òðåóãîëüíèêà T ïðè âåðøèíàõ a1; a2; a3

ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0 < � � � � �: Ïðî÷èå îáîçíà÷åíèÿ: H �

äèàìåòð òðåóãîëüíèêà T ; & ij � åäèíè÷íûå âåêòîðû, íàïðàâëåííûå îò ai ê aj; nij

(i; j = 1; 2; 3; i 6= j) � åäèíè÷íûå íîðìàëè ê ñòîðîíàì [ai; aj]; dij � äëèíà ñòîðîíû

[ai; aj]; D
s
�1:::�s

� ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà s ïî íàïðàâëåíèÿì ïðîèçâîëüíûõ åäèíè÷íûõ

âåêòîðîâ �1; : : : ; �s: Ïîä íîðìîé âåçäå áóäåì ïîíèìàòü íîðìó â L1:

Ïîìåñòèì T â ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxy òàê, ÷òîáû âåðøèíû T

èìåëè ñëåäóþùèå êîîðäèíàòû: a1 = (0; 0); a2 = (b + a; 0); a3 = (b; h); ãäå a; b; h > 0 è

a < b; h < b (ïîñëåäíèå äâà íåðàâåíñòâà ñëåäóþò èç äîãîâîðåííîñòè î ñîîòíîøåíèÿõ
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ìåæäó âåëè÷èíàìè óãëîâ ïðè âåðøèíàõ a1; a2; a3). Î÷åâèäíî, a+ b = H:

-
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a2 = (b + a; 0)a1

a3 = (b; h)

x

y p

u0 = ut

uk = eut

Ñîñòàâíîé ýëåìåíò T

Ïóñòü ñóæåíèÿ ñïëàéíà ST (u) è åãî ïðîèçâîäíîé @ST (u)=@nij íà ëþáóþ ñòîðîíó

[ai; aj] òðåóãîëüíèêà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûìè óñëîâèÿìè,

çàäàâàåìûìè â òî÷êàõ ñòîðîíû [ai; aj]: Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèé C1 è C2 òåì

æå óñëîâèÿì äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ñïëàéí ST �(u) íà ñîñåäíåì ñ T òðåóãîëüíèêå

T �: Ïóñòü, êðîìå òîãî, èíòåðïîëÿöèîííûå óñëîâèÿ â òî÷êàõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà T

çàäàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ ëþáîé ñòîðîíû [ai; aj] òðåóãîëüíèêà T èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî

@s (f(u)� ST (u))

@nsij

����
u2[ai;aj ]

=
1

(n + 1� s)!

@n+1f(#sij)

@nsij@&
n+1�s
ij

dn+1�s
ij !ij; n+1�s (t) ; (2)

s = 0; : : : ; r; i; j 2 f1; 2; 3g; i 6= j;

ãäå #sij 2 [ai; aj]; !ij; n+1�s(t) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n + 1 � s ñî ñòàðøèì

êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì åäèíèöå; t = ju� aij =dij 2 [0; 1] (÷åðåç ju� aij îáîçíà÷åíî

ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè u è ai).

Ðàâåíñòâî (2) � ýòî ôîðìóëà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû

äëÿ ôóíêöèè @sf=@nsij è åå èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà, çàäàâàåìîãî íà îòðåçêå

[ai; aj] è ÿâëÿþùåãîñÿ ñóæåíèåì ñïëàéíà ST íà äàííûé îòðåçîê. Ïîñêîëüêó äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì äîñòàòî÷íî ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè eS êëàññó C1(
);

ìîæíî áåç îãðàíè÷åíèé îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî r = 1:
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Íàïîìíèì, ÷òî â ÷èñëî óñëîâèé ïîñòðîåíèÿ ñïëàéíà ST íà òðåóãîëüíèêå T âõîäèò

òðåáîâàíèå îáåñïå÷åíèÿ ãëàäêîñòè ðåçóëüòèðóþùåãî ñïëàéíà eS íà 
 ïðè îòñóòñòâèè

èíôîðìàöèè î ñîñåäíèõ ñ T êîíå÷íûõ ýëåìåíòàõ. Îáû÷íî â ýòîì ñëó÷àå íà âñåõ

ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà T çàäàþòñÿ îäíîòèïíûå óñëîâèÿ èíòåðïîëÿöèè, ò. å.

!ij;n+1�s(x) = !pq;n+1�s(x)

äëÿ ëþáûõ i; j; p; q è s = 0; 1 (èëè s = 0; : : : ; r; åñëè r > 1). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

!ij;n+1�s(x) = (�1)n+1�s!ij;n+1�s(1� x):

Òîãäà

!(n�s)
ij;n+1�s(x) = �!(n�s)

ij;n+1�s(1� x): (3)

Ïîñêîëüêó !ij; n+1�s �ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n+1�s ñ ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì

åäèíèöå, òî !(n�s)
ij;n+1�s(x) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé, è èç (3) ñëåäóåò, ÷òî

!
(n�s)
ij;n+1�s(x)

(n+ 1� s)!
= x�

1

2
(4)

äëÿ ëþáûõ s = 0; 1 è i; j 2 f1; 2; 3g; i 6= j:

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f �(x; y) = Æ1M
xn+1

(n+ 1)!
+ Æ2M

xny

n!
; (5)

ãäå Æ1 è Æ2 âûáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû f � 2 W n+1M; Æ21 + Æ22 6= 0 (àíàëîãè÷íàÿ

ôóíêöèÿ áûëà èñïîëüçîâàíà â [8] ïðè n = 5 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåóëó÷øàåìîñòè

ïîëó÷åííûõ òàì îöåíîê ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ). Ïîëîæèì

e(x; y) = f �(x; y)� ST (x; y);

ei(x; y) = (f �(x; y)� ST (x; y))
���
Ti

= f �(x; y)� Pn;i(x; y):

Òåîðåìà. Åñëè ST óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì C1; C2 è âûïîëíåíû

ñîîòíîøåíèÿ (2) è (4), òî äëÿ ëþáîãî s = 2; : : : ; n íàéäåòñÿ �0 > 0 è åäèíè÷íûå

âåêòîðû �1; : : : ; �s; òàêèå ÷òî äëÿ ëþáîãî � < �0 èìåþò ìåñòî îöåíêèDs
�1:::�s(f

� � ST )
 & MHn+1�s

sin�
: (6)
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3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Âñïîìíèì, ÷òî ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ Ti; íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ T; êîíå÷íî

è ðàâíî k: Ïóñòü Ti = ha
(i)
1 ; a

(i)
2 ; a

(i)
3 i (i = 1; : : : ; k). Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïóñòîå

ïåðåñå÷åíèå �âåðòèêàëüíîé� ïîëîñû øèðèíû eH & H è òðåóãîëüíèêà T; òàêîå ÷òî

ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ëåæàùàÿ â äàííîé ïîëîñå (è, ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàëëåëüíàÿ îñè y),

ïåðåñåêàåòñÿ òîëüêî ñ òàêèìè ñòîðîíàìè [a(i)r ; a
(i)
s ] (1 � s; r � 3; s 6= r) òðåóãîëüíèêîâ

Ti èç ìíîæåñòâà fT1; T2; : : : ; Tkg; äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
���a(i)s � a

(i)
r

��� &
H: Òî÷íåå, íà ñòîðîíàõ [a1; a2] è [a1; a3] ñîñòàâíîãî ýëåìåíòà T ìîæíî âûäåëèòü

îòðåçêè Q � [a1; a2] è eQ � [a1; a3] ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1Æ: jQj = c(k)H; ãäå jQj � äëèíà îòðåçêà Q; c(k) � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå

òîëüêî îò k (ò. å. jQj & H);

2Æ: ïóñòü ïðÿìûå p1 è p2 ïàðàëëåëüíû îñè y è ïðîõîäÿò ÷åðåç äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè

q1; q2 2 Q: Ïóñòü p1 ïåðåñåêàåò ñòîðîíó [a
(i)
r ; a

(i)
s ] íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà Ti â

íåêîòîðîé òî÷êå u1: Òîãäà p2 òàêæå ïåðåñåêàåò [a
(i)
r ; a

(i)
s ] â íåêîòîðîé òî÷êå u2;

3Æ: ëþáàÿ ïðÿìàÿ p; ïàðàëëåëüíàÿ îñè y è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó u 2 Q;

ïåðåñåêàåò îòðåçîê eQ â íåêîòîðîé òî÷êå eu (î÷åâèäíî, ��� eQ��� & H).

Îòðåçêè Q è eQ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Q = fu = a1 + t (a2 � a1) : t 2 � � [0; 1]g ;

eQ =
�eu = a1 + et (a3 � a1) : et 2 e� � [0; 1]

	
;

ãäå j�j & 1; je�j & 1:

Íàì áóäåò äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü îäíó ïðÿìóþ èç óêàçàííîé ïîëîñû. Âîçüìåì

íåêîòîðîå çíà÷åíèå t 2 � è ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êó ut = a1 + t (a2 � a1) : Ïðîâåäåì

÷åðåç òî÷êó ut ïðÿìóþ p; ïàðàëëåëüíóþ îñè y: Ýòà ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò îòðåçîê eQ
â íåêîòîðîé òî÷êå eut = a1 + et (a3 � a1) ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì et: Òàêèì îáðàçîì, ìû

ïîëó÷àåì ôóíêöèþ  : � ! e� òàêóþ, ÷òî et =  (t); è òî÷êè ut è eut:
Ðàññìîòðèì âñå òðåóãîëüíèêè ñîñòàâíîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà T; èìåþùèå îáùèå

òî÷êè ñ ïðÿìîé p (áåç îãðàíè÷åíèé îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî p èìååò ïóñòîå

ïåðåñå÷åíèå ñ ìíîæåñòâîì âñåõ âåðøèí òðåóãîëüíèêîâ, ñîñòàâëÿþùèõ òðèàíãóëÿöèþ

ýëåìåíòà T ; òàêæå ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ ðàâíî k), è çàíóìåðóåì

èõ ñëåäóþùèì îáðàçîì: T1 � òðåóãîëüíèê, ó êîòîðîãî îäíà èç ñòîðîí, ïåðåñåêàåìàÿ

ïðÿìîé p; ñîâïàäàåò ñ [a1; a2]; T2 � òðåóãîëüíèê, ñîñåäíèé ñ T1; . . . , Tk � òðåóãîëüíèê,

ñîñåäíèé ñ Tk�1:
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Îáîçíà÷èì ñòîðîíû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ: [c01; c
0
2] � ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà T1;

ñîâïàäàþùàÿ ñ [a1; a2]; [c
1
1; c

1
2] � îáùàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêîâ T1 è T2; : : : ; [c

k�1
1 ; ck�12 ]

� îáùàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêîâ Tk�1 è Tk; [ck1; c
k
2] � ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà Tk;

ñîâïàäàþùàÿ ñ [a1; a3]: Â ñèëó óñëîâèé 1Æ � 3Æ ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî

j = 1; : : : ; k èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî��cj2 � cj1
�� & H: (7)

Ïóñòü äàëåå uj � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé p è îòðåçêîâ [cj1; c
j
2] (j = 0; : : : ; k). Â

÷àñòíîñòè, u0 = ut; uk = eut:
Ïóñòü òî÷êè cji èìåþò êîîðäèíàòû (xji ; y

j
i ); è äëÿ âñåõ j âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

xj1 < xj2: Îáîçíà÷èì ÷åðåç �j åäèíè÷íûå âåêòîðû, íàïðàâëåííûå îò c
j
1 ê c

j
2: Î÷åâèäíî,

÷òî cj�11 = cj1 èëè cj�12 = cj2 (â äàëüíåéøåì ýòî íå áóäåò èìåòü çíà÷åíèÿ), �0 = &12;

�k = &13:

×åðåç �j (j = 1; : : : ; k) îáîçíà÷èì óãëû ìåæäó âåêòîðàìè �j�1 è �j ñ ó÷åòîì

íàïðàâëåíèÿ ýòèõ âåêòîðîâ: åñëè â ðåçóëüòàòå ïðèâåäåíèÿ ê îáùåìó íà÷àëó

êðàò÷àéøèé ïîâîðîò îò âåêòîðà �j�1 ê âåêòîðó �j ïðîèñõîäèò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè,

òî �j > 0; èíà÷å �j < 0: Îòìåòèì, ÷òî

kX
j=1

�j = �: (8)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè !ij;n+1�k èç (2).

Ëåììà 1. Ïóñòü et =  (t) è âûïîëíåíî óñëîâèå a < b=(2n): Ïîëîæèì

W2(t) =
(n + 1)d13 !

(n)
13;n+1

� et � cos�
(n+ 1)!

�
nd12 !

(n�1)
12;n (t)

n!
�
juk � u0j

tg�
:

Òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

jW2(t)j & H: (9)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ïðÿìàÿ p; ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè u0 è uk;

ïàðàëëåëüíà îñè y; juk � a1j = d13et è ju0 � a1j = d12t; òî

d13et cos� = d12t;
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îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

et = d12
d13

t

cos�
=

b + a

(b2 + h2)1=2
(b2 + h2)1=2

b
t =

b+ a

b
t:

Çàìåòèì, ÷òî
juk � u0j

tg�
= ju0 � a1j = (b+ a)t:

Òîãäà ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (4) è òîãî, ÷òî d12 = b+a; d13 cos� = (b2 + h2)
1=2

cos� = b;

ïîëó÷àåì:

W2(t) = (n+ 1)b

�et� 1

2

�
� n(b + a)

�
t�

1

2

�
� (b + a)t

= (n+ 1)b

�
b+ a

b
t�

1

2

�
� n(b+ a)

�
t�

1

2

�
� (b + a)t = �

b

2
+
na

2
:

Òàêèì îáðàçîì,

jW2(t)j �
b

2
�
nb

4n
�
b

4
& H:

Ëåììà 1 äîêàçàíà. �

Ëåììà 2. Ïóñòü et =  (t) è âûïîëíåíî óñëîâèå a � b=(2n): Ïîëîæèì

W1(t) =
d13 !

(n)
13;n+1

� et � cos�
(n+ 1)!

�
d12 !

(n)
12;n+1 ( t )

(n+ 1)!

Òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

jW1(t)j & H: (10)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1:

W1(t) = b

�et� 1

2

�
� (b+ a)

�
t�

1

2

�
= b

�
b+ a

b
t�

1

2

�
� (b+ a)

�
t�

1

2

�
=
a

2
;

îòêóäà ñëåäóåò îöåíêà jW1(t)j � b=(4n) & H: �

Ëåììà 3. Ïóñòü � = (cos'; sin'): Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî
@g

@x
=
@g

@�

1

cos'
�
@g

@y
tg': (11)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî @g=@� = (@g=@x) cos'+ (@g=@x) sin':

�
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Ââåäåì åùå îäíî îáîçíà÷åíèå:

j =

jX
s=1

�s; (12)

ãäå j = 1; : : : ; k: Ïîëîæèì 0 = 0:

Ëåììà 4. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

k�1X
s=0

sin�k�s

cos k�s cos k�s�1
= tg�: (13)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ñóììó ïîñëåäíèõ äâóõ ñëàãàåìûõ:

sin�2

cos 2 cos 1
+

sin�1

cos 1
=

sin�2 + sin�1 cos(�1 + �2)

cos(�1 + �2) cos�1

=
sin�2 + (� sin�2 + sin(2�1 + �2)) =2

cos(�1 + �2) cos�1
=

sin�2 + sin(2�1 + �2)

2 cos(�1 + �2) cos�1

=
2 sin(�1 + �2) cos�1

2 cos(�1 + �2) cos�1
=

sin(�1 + �2)

cos(�1 + �2)
: (14)

Òîãäà, ïîëàãàÿ �� = �1+�2 è èñïîëüçóÿ (14), ìîæåì ñóììó ïîñëåäíèõ òðåõ ñëàãàåìûõ

ïðåäñòàâèòü â âèäå

sin�3

cos 3 cos 2
+

sin�2

cos 2 cos 1
+

sin�1

cos 1
=

sin�3

cos 3 cos 2
+

sin(�1 + �2)

cos(�1 + �2)

=
sin�3

cos(�� + �3) cos��
+

sin��

cos��
=

sin(�� + �3)

cos(�� + �3)
=

sin(�1 + �2 + �3)

cos(�1 + �2 + �3)
:

Äåéñòâóÿ äàëåå ïî èíäóêöèè, ïîëó÷àåì (13). �

Ëåììà 5. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g; îïðåäåëåííîé íà òðåóãîëüíèêå T; ÷èñåë i =

1; : : : ; k è s = n� 1; n èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

@sg

@� si
=

@sg

@� si�1

coss i
coss i�1

+
@sg

@� s�1i�1 @y

s coss�1 i sin�i

coss i�1
+

sX
j=2

Ci;j
@sg

@� s�ji�1 @y
j

sinj �i; (15)

ãäå jCi;jj . 1:

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê �i = (cos i; sin i) (ñì. (12)), òî, ïðèíèìàÿ âî

âíèìàíèå (11), ïîëó÷àåì:

@sg

@� si
=

�
@

@x
cos i +

@

@y
sin i

�s

g
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=

��
@

@�i�1

1

cos i�1
�

@

@y

sin i�1
cos i�1

�
cos i +

@

@y
sin i

�s

g

=

�
@

@�i�1

cos i
cos i�1

+
@

@y

�
sin i �

cos i
cos i�1

sin i�1

��s

g:

Ïîñêîëüêó

sin i �
cos i
cos i�1

sin i�1 = sin(i�1 + �i)�
cos(i�1 + �i)

cos i�1
sin i�1

= sin i�1 cos�i + cos i�1 sin�i �
cos i�1 cos�i

cos i�1
sin i�1 +

sin i�1 sin�i

cos i�1
sin i�1

= cos i�1 sin�i + tg i�1 sin i�1 sin�i = sin�i

�
cos i�1 +

sin2 i�1
cos i�1

�
=

sin�i

cos i�1
;

òî
@sg

@� si
=

�
@

@�i�1

cos i
cos i�1

+
@

@y

sin�i

cos i�1

�s

g:

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ïîëó÷èì (15). �

Ïóñòü hi � âûñîòà òðåóãîëüíèêà Ti; îïóùåííàÿ íà ñòîðîíó [cs1; c
s
2] (s = i � 1 èëè

s = i). Òàê êàê �(Ti) < �(T ) (ãäå ïîä � ïîäðàçóìåâàåì ïëîùàäü ñîîòâåòñòâóþùåãî

òðåóãîëüíèêà) è jcs2 � cs1j & H; ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî hi . h: Â ÷àñòíîñòè, ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî

jsin�ij . sin�; i = 1; : : : ; k: (16)

Ëåììà 6. Èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

@nek(uk)

@�nk
=
@ne1(u0)

@xn
cosn � +

@ne1(u0)

@xn�1@y
n cosn � tg�

+
kX

r=1

nX
j=2

Dr;j
@ner(ur)

@�n�jr�1 @y
j

sinj�1 �r sin� + Æ2M juk � u0j cos
n �; (17)

ãäå âåëè÷èíû Dr;j óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó jDr;jj . 1:

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëàãàÿ g = ek; i = k; s = n â (15), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

@nek(uk)

@�nk
=
@nek(uk)

@�nk�1

cosn k
cosn k�1

+n
@nek(uk)

@�n�1k�1 @y

cosn�1 k sin�k

cosn k�1
+

nX
j=2

Dk;j
@nek(uk)

@�n�jk�1 @y
j
sinj �k:

Ðàçëîæèì @nek(uk)=@�
n
k è @nek(uk)=

�
@�n�1k�1 @y

�
ïî ôîðìóëå êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé

Ëàãðàíæà â òî÷êå uk�1 (íàïîìíèì, ÷òî ïðÿìàÿ p; ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè uk è uk�1;

ïàðàëëåëüíà îñè y). Òîãäà

@nek(uk)

@�nk
=
@nek(uk�1)

@�nk�1

cosn k
cosn k�1

+ n
@nek(uk�1)

@�n�1k�1 @y

cosn�1 k sin�k

cosn k�1
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+
nX

j=2

Dk;j
@nek(uk)

@�n�jk�1 @y
j

sinj �k +
@n+1f �

@�nk�1@y
juk � uk�1j

cosn k
cosn k�1

+ n
@n+1f �

@�n�1k�1 @y
2
juk � uk�1j

cosn�1 k sin�k

cosn k�1
:

Òàê êàê f � èìååò âèä (5), ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó

�k�1 = (cos k�1; sin k�1); èç (5) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

@n+1f �

@�nk�1@y
= Æ2M cosn k�1:

Ó÷èòûâàÿ ãëàäêîñòü ôóíêöèè e(x; y) íà òðåóãîëüíèêå T; ïîëó÷àåì:

@nek(uk)

@�nk
=
@nek�1(uk�1)

@�nk�1

cosn k
cosn k�1

+ n
@nek�1(uk�1)

@�n�1k�1 @y

cosn�1 k sin�k

cosn k�1

+
nX

j=2

Dk;j
@nek(uk)

@�n�jk�1 @y
j

sinj �k + Æ2M juk � uk�1j cos
n k:

Ïðèìåíèì (15) ê ñëó÷àÿì g = ek�1; i = k � 1; s = n è g = @ek=@y; i = k � 1;

s = n� 1; ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (16):

@nek(uk)

@�nk
=
@nek�1(uk�1)

@�nk�2

cosn k
cosn k�2

+
@nek�1(uk�1)

@�n�1k�2 @y

n cosn k
cosn�1 k�2

�
sin�k�1

cos k�1 cos k�2
+

sin�k

cos k cos k�1

�

+
kX

r=k�1

nX
j=2

Dr;j
@ner(ur)

@�n�jr�1 @y
j

sinj�1 �r sin� + Æ2M juk � uk�1j cos
n k:

Êàê è ðàíåå, ðàçëîæèì @nek�1(uk�1)=@�
n
k�2 è @

nek�1(uk�1)=
�
@�n�1k�2 @y

�
ïî ôîðìóëå

êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé Ëàãðàíæà â òî÷êå uk�2 è èñïîëüçóåì ãëàäêîñòü ôóíêöèè

e(x; y); à òàêæå òî, ÷òî @n+1f �=
�
@�nk�2@y

�
= Æ2M cosn k�2: Ïîëó÷àåì:

@nek(uk)

@�nk
=
@nek�2(uk�2)

@�nk�2

cosn k
cosn k�2

+
@nek�2(uk�2)

@�n�1k�2 @y

n cosn k
cosn�1 k�2

�
sin�k�1

cos k�1 cos k�2
+

sin�k

cos k cos k�1

�

+
kX

r=k�1

nX
j=2

Dr;j
@ner(ur)

@�n�jr�1 @y
j

sinj�1 �r sin� + Æ2M (juk � uk�1j+ juk�1 � uk�2j) cos
n k:
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Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

@nek(uk)

@�nk
=
@ne1(u0)

@�n0

cosn k
cosn 0

+
@ne1(u0)

@�n�10 @y

n cosn k
cosn�1 0

k�1X
s=0

sin�k�s

cos k�s cos k�s�1

+
kX

r=1

nX
j=2

Dr;j
@ner(ur)

@�n�jr�1 @y
j

sinj�1 �r sin� + Æ2M cosn k

kX
i=1

jui � ui�1j :

Ó÷èòûâàÿ (13) è òî, ÷òî
Pk

i=1 jui � ui�1j = juk � u0j ; @=@�0 = @=@x; k = �; 0 = 0;

ïðèõîäèì ê (17). Ëåììà 6 äîêàçàíà. �

Ëåììà 7. Íàéäóòñÿ r 2 f1; : : : ; kg è j 2 f2; : : : ; ng; òàêèå ÷òî����� @ner(ur)@�n�jr�1 @y
j

����� & MH��sinj�1 �r

�� : (18)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2), âèä ôóíêöèè f � è òî, ÷òî

�k = &13 = (cos�; sin�) ; ïîëó÷èì ðàâåíñòâà

@nek(uk)

@�nk
=

1

(n+ 1)!

@n+1f �

@�n+1
k

d13!
(n)
13;n+1

�et �
=

1

(n+ 1)!

�
Æ1M cosn+1 � + Æ2(n + 1)M cosn � sin�

�
d13!

(n)
13;n+1

�et � ;
@ne1(u0)

@xn
=

1

(n+ 1)!

@n+1f �

@xn+1
d12!

(n)
12;n+1(t) =

1

(n+ 1)!
Æ1Md12!12;n+1(t);

@ne1(u0)

@xn�1@y
=

1

n!

@n+1f �

@xn@y
d12!

(n�1)
12;n =

1

n!
Æ2Md12!

(n�1)
12;n :

Òîãäà (17) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

kX
r=1

nX
j=2

Dr;j
@ner(ur)

@�n�jr�1 @y
j

sinj�1 �r sin�

= Æ1M cosn �

 
d13 !

(n)
13;n+1

� et � cos�
(n+ 1)!

�
d12 !

(n)
12;n+1 ( t )

(n+ 1)!

!

+ Æ2M cosn�1 � sin�

 
(n+ 1)d13 !

(n)
13;n+1

� et � cos�
(n+ 1)!

�
nd12 !

(n�1)
12;n (t)

n!
�
juk � u0j

tg�

!
= Æ1MW1(t) cos

n � + Æ2MW2(t) cos
n�1 � sin�; (19)
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ãäå W1(t) è W2(t) îïðåäåëåíû â ëåììàõ 1 è 2.

Âûáèðàÿ âåëè÷èíû Æ1 è Æ2 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáà ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè

ðàâåíñòâà (19) èìåëè îäèíàêîâûå çíàêè, è ïðèìåíÿÿ (9) è (10) ïîëó÷èì:�����
kX

r=1

nX
j=2

Dr;j
@ner(ur)

@�n�jr�1 @y
j

sinj�1 �r sin�

����� & H sin�;

îòêóäà ñëåäóåò (18). Ëåììà 7 äîêàçàíà. �

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïóñòü r è j òàêîâû, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (18).

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê Tr: Ïóñòü q0 � öåíòð ìàññ òðåóãîëüíèêà Tr: Òàê êàê j � 2; è

f � èìååò âèä (5), òî âåëè÷èíà â ëåâîé ÷àñòè (18) ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé íà Tr; è òîãäà����� @ner(q0)@�n�jr�1 @y
j

����� & MH��sinj�1 �r

�� :
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ôóíêöèÿ er = (f � � ST )

���
Tr
; ðàññìàòðèâàåìàÿ íà Tr; ÿâëÿåòñÿ

ìíîãî÷ëåíîì.

Ïóñòü ïðÿìàÿ p1 ïàðàëëåëüíà âåêòîðó �r�1 è ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó q0: Ðàññìîòðèì

îòðåçîê Q1 = p1 \ Tr: Òàê êàê p1 ïàðàëëåëüíà ñòîðîíå [cr�11 ; cr�12 ] òðåóãîëüíèêà Tr;

ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð ìàññ ýòîãî òðåóãîëüíèêà, è èìååò ìåñòî (7), âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî jQ1j & H: Ïðèìåíÿÿ (n � j) ðàç íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà [17, �3.5], íà

îòðåçêå Q1; ïðèõîäèì ê ñóùåñòâîâàíèþ òî÷åê qj; qj+1; : : : ; qn�1 2 Q1 äëÿ êîòîðûõ

èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà �����@n�ser(qn�s)@�n�j�sr�1 @yj

����� & MHs+1��sinj�1 �r

�� : (20)

s = 1; : : : ; n� j:

Ðàññìîòðèì (20) ïðè s = n � j: Ïóñòü ïðÿìàÿ p2 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó qj

ïàðàëëåëüíî îñè y: Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îòðåçîê Q2 = p2 \ Tr: Ó÷èòûâàÿ

ðàñïîëîæåíèå òî÷êè qj (qj 2 Q1; ãäå Q1 � îòðåçîê, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç öåíòð òÿæåñòè

òðåóãîëüíèêà Tr ïàðàëëåëüíî ñòîðîíå [cr�11 ; cr�12 ]; äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî (7)),

ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî

jQ2j & hr;

ãäå hr � íàèìåíüøàÿ èç âûñîò òðåóãîëüíèêà Tr (ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îïðåäåëåíèå

çíàêà �&� è (7), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî hr � âûñîòà, îïóùåííàÿ íà [cr�11 ; cr�12 ]). Ïðèìåíÿÿ
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(j � 2) ðàç íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà íà îòðåçêå Q2; ïðèõîäèì ê ñóùåñòâîâàíèþ òî÷åê

q2; q3; : : : ; qj�1 2 Q2 äëÿ êîòîðûõ èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà����@ser(qs)@ys

���� & MHn+1�s��sins�1 �r

�� ; (21)

s = 2; : : : ; j:

Îáúåäèíÿÿ (20), (21) è (16), ïîëó÷àåì (6). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå (4) â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû ìîæíî çàìåíèòü íà áîëåå

íàãëÿäíîå óñëîâèå (3) èëè áîëåå îáùèå óñëîâèÿ (9) è (10).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî (4) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì (3).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñëîâèå (4) èñïîëüçîâàëîñü òîëüêî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (9) è (10).
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