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КОНЕЧНОПОРОЖДЁННЫЕ РЕШЁТКИ С ВПОЛНЕ

МОДУЛЯРНЫМИ ЭЛЕМЕНТАМИ СРЕДИ

ПОРОЖДАЮЩИХ∗)

А. Г. ГЕЙН, М. П.ШУШПАНОВ

Исследование строения решётки нередко основывается на выделении

в ней элементов, обладающих теми или иными хорошими свойствами —

быть атомом, быть дистрибутивным, стандартным или нейтральным эле-

ментом и т. п. Отметим, что определения дистрибутивного и стандартно-

го элементов получены по одной схеме: в равенстве, выражающем закон

дистрибутивности, квантор всеобщности применяется только к двум эле-

ментам из трёх, и оставшийся свободным третий элемент, для которого

сконструированное так высказывание истинно, и получает соответствую-

щее название [1, с. 76]. Если же в равенстве дистрибутивности квантор

всеобщности применять только к одному элементу, то получается, напр.,

определение дистрибутивной пары элементов [2].

Аналогичный подход можно использовать для квазитождества мо-

дулярности. В частности, Л. Уилкокс [3] предложил следующее

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пара (a, b) элементов решётки 〈L;∧,∨〉 называ-

ется модулярной, если

∀x ∈ L : x ≤ b → (a ∨ x) ∧ b = (a ∧ b) ∨ x.

∗)Работа выполнена при финансовой поддержке в рамках проекта повыше-

ния конкурентоспособности (Соглашение между Министерством образования и нау-

ки Российской Федерации и Уральским федеральным университетом от 27.08.2013,

№ 02.A03.21.0006).
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Если же в указанной выше формуле квантор всеобщности применять

не к одному, а к двум элементам, то возникают понятия левомодулярного

и правомодулярного элементов.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть L — произвольная решётка.

(i) Элемент a называется левомодулярным, если

∀x, b ∈ L : x ≤ b → (a ∨ x) ∧ b = (a ∧ b) ∨ x.

(ii) Элемент b называется правомодулярным, если

∀a, x ∈ L : x ≤ b → (a ∨ x) ∧ b = (a ∧ b) ∨ x.

Определить эти элементы можно по-другому [1, с. 39, 75], тогда, в

частности, становится понятным происхождение названий.∗)

(i) Элемент a называется левомодулярным, если для любого элемента

b пара (a, b) модулярна.

(ii) Элемент b называется правомодулярным, если для любого эле-

мента a пара (a, b) модулярна.

Эквивалентность определений очевидна.

Нетрудно понять, что свойство
”
быть левомодулярным элементом“

самодвойственно, что однако неверно для свойства
”
быть правомодуляр-

ным элементом“.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Элемент решётки называется коправомодуляр-

ным, если в двойственной решётке он является правомодулярным.

Указанные свойства являются ослаблениями свойств дистрибутивно-

сти элемента решётки, кодистрибутивности, стандартности и костандарт-

ности. Действительно, легко проверить, что любой костандартный элемент

∗)Отметим имеющиеся здесь довольно значительные терминологические расхожде-

ния. В ряде работ, напр., [4], правомодулярные элементы называются модулярными.

В отечественной литературе модулярными нередко называют левомодулярные элемен-

ты, а правомодулярные — верхнемодулярными [5, 6]. В исследованиях, посвящённых

решёткам подгрупп и подколец, модулярными называются элементы, которые одновре-

менно коправомодулярны и левомодулярны [7, 8], и т. д. Мы в данной работе будем

придерживаться терминологии, принятой в [1].
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Рис. 1

является левомодулярным. В силу самодвойственности свойства левомоду-

лярности стандартный элемент решётки также является левомодулярным.

В свою очередь, всякий кодистрибутивный элемент является правомоду-

лярным, а дистрибутивный — коправомодулярным.

В [9] Г. Биркгоф ввёл понятие нейтрального элемента. Можно ска-

зать, что нейтральный элемент — это элемент, обладающий сразу всеми

четырьмя свойствами — дистрибутивностью, кодистрибутивностью, стан-

дартностью и костандартностью. Реально хватает двух свойств, напр.,

стандартности и кодистрибутивности (если проецировать эти свойства на

модулярность, то это одновременно левая и правая модулярности). Но в

случае модулярности все три свойства не только попарно различны, но

и даже наличие у элемента любых двух из них ещё не влечёт обладания

третьим. Простейший подтверждающий пример — хорошо известный пен-

тагон (см. рис. 1): элемент a в нём правомодулярен и коправомодулярен,

но не левомодулярен; b левомодулярен и коправомодулярен, но не право-

модулярен; c левомодулярен и правомодулярен, но не коправомодулярен.

Поэтому естественно интересоваться элементами, которые обладают всеми

тремя свойствами одновременно.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Элемент решётки называется вполне модуляр-

ным, если он правомодулярен, левомодулярен и коправомодулярен одно-

временно.

Основное свойство нейтрального элемента таково: элемент нейтрален

тогда и только тогда, когда с любыми двумя другими элементами решётки
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Рис. 2

он порождает дистрибутивную подрешётку.

Получить точный аналог этого утверждения для вполне модулярного

элемента нельзя: немодулярная решётка, изображённая на рис. 2, порож-

дена элементами a, b и c, причём элемент c вполне модулярен. Отметим,

что в данном случае элементы a и b правомодулярны, поскольку в любой

решётке каждый атом автоматически является правомодулярным. Значит,

решётка, порождённая тремя правомодулярными элементами, не обязана

быть модулярной. Переход к решётке, двойственной к указанной, показы-

вает, что решётка, порождённая тремя коправомодулярными элементами,

также не обязана быть модулярной. В то же время, решётка, порождённая

тремя левомодулярными элементами, всегда модулярна [10].

Тем не менее, справедлива теорема, которая может рассматривать-

ся как ограниченный перенос свойств нейтральных элементов на вполне

модулярные.

ТЕОРЕМА 1. Решётка, порождённая тремя элементами, два из

которых вполне модулярны, является модулярной.

Возникает вопрос, является ли решётка, порождённая четырьмя или

большим числом вполне модулярных элементов, модулярной. Ответ на

него даёт

ТЕОРЕМА 2. Для любого натурального n > 3 существует немо-

дулярная решётка L, порождённая n атомами, каждый из которых

вполне модулярен в L.

Эти результаты были анонсированы в [11].
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Для краткости введём некоторые обозначения. Пусть p(x, y, z) — ре-

шёточный многочлен от переменных x, y, z, т. е. элемент свободной ре-

шётки, порождённой элементами x, y, z. Через p#(x, y, z) обозначим мно-

гочлен, полученный из p(x, y, z) заменой операции ∨ на операцию ∧ и,

наоборот, операции ∧ — на операцию ∨. Обозначим через t(x, y, z) мно-

гочлен (x ∨ y) ∧ (y ∨ z) ∧ (z ∨ x), а через s(x, y, z) многочлен t#(x, y, z).

Ясно, что t(x, y, z) является одним и тем же элементом свободной решёт-

ки при любой перестановке x, y и z. То же справедливо и для s(x, y, z).

Пусть f(x, y, z) = (x ∨ (y ∧ z)) ∧ (y ∨ z). Неравенство дистрибутивности

показывает, что (x ∨ (y ∧ z)) ∧ (y ∨ z) ≤ ((x ∨ y) ∧ (x ∨ z)) ∧ (y ∨ z),

т. е. f(x, y, z) ≤ t(x, y, z). В свою очередь, неравенство модулярности да-

ёт (x ∨ (y ∧ z)) ∧ (y ∨ z) ≥ (x ∧ (y ∨ z)) ∨ (y ∧ z), т. е. f(x, y, z) ≥ f#(x, y, z).

Тем самым, в любой решётке для любых её элементов x, y и z выполняется

s(x, y, z) ≤ f#(x, y, z) ≤ f(x, y, z) ≤ t(x, y, z).

Доказательству теоремы 1 предпошлём несколько утверждений,

представляющих самостоятельный интерес.

ЛЕММА 1. Пусть x — некоторый элемент решётки L.

(1) Элемент x левомодулярен тогда и только тогда, когда

f(x, y, z) = f#(x, y, z) для любых y и z из L.

(2) Если элемент x вполне модулярен, то f(y, z, x) = f#(y, z, x) для

любых y и z из L.

(3) Если f(y, z, x) = f#(y, z, x) для любых y и z из L, то элемент x

правомодулярен и коправомодулярен.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. (1) Из левомодулярности элемента x и соот-

ношения y ∧ z ≤ y ∨ z следует, что f(x, y, z) = (x ∨ (y ∧ z)) ∧ (y ∨ z) =

= (x ∧ (y ∨ z)) ∨ (y ∧ z) = f#(x, y, z). Обратно, если y ≤ z, то f(x, y, z) =

= (x∨ y)∧ z = f#(x, y, z) = (x∧ z)∨ y. Теперь левомодулярность x следует

из определения.

(2) Пусть x вполне модулярен. Тогда ввиду правомодулярности эле-

мента x выполняется x∧f(y, z, x) = x∧(y∨(z∧x))∧(z∨x) = x∧(y∨(z∧x)) =

= (x ∧ y) ∨ (z ∧ x) ≤ s(x, y, z) ≤ f#(y, z, x). С другой стороны, коправомо-

дулярность элемента x влечёт двойственное к предыдущему неравенство
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Рис. 3

x ∨ f#(y, z, x) ≥ f(y, z, x). Теперь в силу левомодулярности элемента x

и неравенства f#(y, z, x) ≤ f(y, z, x) имеем f(y, z, x) = f(y, z, x) ∧ (x ∨

∨f#(y, z, x)) = (f(y, z, x) ∧ x) ∨ f#(y, z, x) = f#(y, z, x).

(3) Для x ≤ z имеем f(y, z, x) = (y∨x)∧z = f#(y, z, x) = (y∧z)∨x. Это

означает коправомодулярность элемента x. Правомодулярность элемента

x получается из соображений двойственности.

Отметим, что утверждения, обратные к сформулированным в пп. (2)

и (3) этой теоремы, места не имеют. Для утверждения из п. (2) соответ-

ствующим примером является упоминавшийся выше пентагон: указанный

там элемент a не является левомодулярным, но, как нетрудно проверить,

f(x, y, a) = f#(x, y, a) для любых элементов x и y этой решётки. Что каса-

ется утверждения из п. (3), то пример решётки, опровергающий обратное

утверждение, приведён на рис. 3. Легко проверить, что в этой решётке эле-

мент x является правомодулярным и коправомодулярным, однако элемен-

ты f(y, z, x) (для краткости обозначим через f) и f#(y, z, x) (он совпадает

с z) различны.

ЛЕММА 2. Элемент x решётки L одновременно левомодулярен и

коправомодулярен тогда и только тогда, когда t(x, y, z) = (x ∧ (y ∨ z)) ∨

∨(y ∧ (x ∨ z)) для любых элементов y и z из L.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку y∨z ≥ y∧ (x∨z) и x∨z ≥ x имеем

(x∧(y∨z))∨(y∧(x∨z)) = (x∨(y∧(x∨z))∧(y∨z) = ((x∨y)∧(x∨z))∧(y∨z) =

= t(x, y, z). Обратно, если x ≤ z, то t(x, y, z) = (x ∨ y) ∧ (y ∨ z) ∧ (x ∨ z) =
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= (x∨y)∧z = (x∧ (y∨z))∨ (y∧ (x∨z)) = x∨ (y∧z). Коправомодулярность

x следует из определения. Если же y ≤ z, то t(x, y, z) = (x ∨ y) ∧ (y ∨ z) ∧

∧(x∨ z) = (x∨ y)∧ z = (x∧ (y ∨ z))∨ (y ∧ (x∨ z)) = (x∧ z)∨ y, т. е. элемент

x левомодулярен.

ЛЕММА 3. Пусть y и z — произвольные элементы решётки.

(1) Если элемент x коправомодулярен, то (x ∨ y) ∧ (z ∨ x) = x ∨

∨t(x, y, z).

(2) Если элемент x левомодулярен и коправомодулярен, то (x∨ y)∧

∧(y ∨ z) = y ∨ t(x, y, z).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. (1) Поскольку x ≤ (x∨y)∧(z∨x), коправомо-

дулярность x показывает, что x∨ t(x, y, z) = x∨ ((x∨y)∧ (z∨x)∧ (y∨z)) =

= ((x ∨ y) ∧ (z ∨ x)) ∧ (x ∨ y ∨ z) = (x ∨ y) ∧ (z ∨ x).

(2) Из леммы 2 следует, что y∨t(x, y, z) = y∨(x∧(y∨z))∨(y∧(x∨z)) =

= y ∨ (x ∧ (y ∨ z)). Равенство y ∨ (x ∧ (y ∨ z)) = (x ∨ y) ∧ (y ∨ z) вытекает

из левомодулярности элемента x и неравенства y ≤ y ∨ z.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы 1. Пусть L — решётка, порождённая

произвольным элементом c и вполне модулярными элементами a, b. В [12]

указаны 11 соотношений, выполнение которых для порождающих элемен-

тов решётки влечёт её модулярноcть. Перечислим эти соотношения, ис-

пользуя введённые выше обозначения:

f(a, b, c) = f#(a, b, c), (1)

f(b, c, a) = f#(b, c, a), (2)

f(c, a, b) = f#(c, a, b), (3)

t(a, b, c) = ((a ∧ (b ∨ c)) ∨ ((a ∨ b) ∧ c))∧

((b ∧ (a∨c)) ∨ ((b ∨ a) ∧ c)) ∧ ((a ∧ (c ∨ b)) ∨ ((a ∨ c) ∧ b)),
(4)

s(a, b, c) = ((a ∨ (b ∧ c)) ∧ ((a ∧ b) ∨ c))∨

((b ∨ (a∧c)) ∧ ((b ∧ a) ∨ c)) ∨ ((a ∨ (c ∧ b)) ∧ ((a ∧ c) ∨ b)),
(5)

(a ∨ b) ∧ (a ∨ c) = a ∨ t(a, b, c), (6)

(b ∨ a) ∧ (b ∨ c) = b ∨ t(a, b, c), (7)
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(c ∨ a) ∧ (c ∨ b) = c ∨ t(a, b, c), (8)

(a ∧ b) ∨ (a ∧ c) = a ∧ s(a, b, c), (9)

(b ∧ a) ∨ (b ∧ c) = b ∧ s(a, b, c), (10)

(c ∧ a) ∨ (c ∧ b) = c ∧ s(a, b, c). (11)

Теперь проверим, что из вполне модулярности элементов a и b следуют эти

одинадцать соотношений. Первые три соотношения следуют из леммы 1;

соотношения (4) и (5) — из леммы 2 и двойственного к ней утверждения;

последние шесть соотношений — из леммы 3 и двойственных утверждений.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы 2. Прежде всего приведём пример,

демонстрирующий справедливость теоремы при n = 4. Диаграмма соот-

ветствующей решётки представлена на рис. 4. В этой решётке порождаю-

щими являются элементы a, b, c, d, и все они вполне модулярны. Однако

сама решётка модулярной не является — элементы t∨ s, s, t, u, t∧ s обра-

зуют пентагон.
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ЛЕММА 4. Пусть L — решётка, порождённая n вполне модуляр-

ными атомами. Тогда прямое произведение L на двухэлементную цепь

является решёткой, порождённой n+ 1 вполне модулярными атомами.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через a1, a2, . . . , an те n вполне мо-

дулярных атомов, которые порождают решётку L, а через 0 и 1 — наимень-

шие и наибольшие элементы этих решёток. Легко проверить, что элементы

(a1, 0), (a2, 0), . . . , (an, 0) и (0, 1) служат порождающими элементами ука-

занного прямого произведения, являясь при этом его вполне модулярными

атомами.

Доказательство теоремы 2 для n > 4 завершается применением необ-

ходимого числа раз леммы 4.

Возможно, существует немодулярная решётка, порождённая четырь-

мя вполне модулярными элементами, содержащая меньше элементов, чем

та, которая представлена на рис. 4. Однако наш пример интересен тем, что

указанная в нём решётка атомична∗) и порождающие её вполне модуляр-

ные элементы являются атомами. Если же в атомичной решётке конечной

длины все атомы вполне модулярны (и даже только коправомодулярны),

то такая решётка модулярна [4].
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