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Abstract — In this work, a new class of nonlinear filters called the generalized Kolmogorov filters for image processing is intro-

duced. These filters are based on Kolmogorov-Maslov-Matkowski aggregation operators. We show that a large body of nonlinear filters 
proposed to date constitute a proper subset of the generalized Kolmogorov filters. 
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Аннотация — В данной работе вводится новый класс нелинейных фильтров для обработки мультиспектральных изобра-

жений, названный векторными медианными агрегационными фильтрами. Они основываются на произвольной паре агрегаци-
онных операторов и одном селекционном правиле. Мы показываем, что большое множество нелинейных фильтров, предло-
женных к настоящему времени являются собственным подмножеством множества новых фильтров.  

 

I. Введение 

       Согласно А.Колмогорову [1] последовательность 

функций 
NAggeg  определяет множество средних, 

если удовлетворяются следующие ограничения. 

1) Для каждого фиксированного N  функция 

1 2( , ,..., )N Nx x xAgg  является непрерывной и моно-

тонной по каждой переменной. 

2) 
1 2( , ,..., )N Nx x xAgg  - симметричная функция. 

3) Среднее одинаковых чисел эквивалентно их об-

щему значению: ( , ,..., )N x x x xAgg . 

4) Произвольная группа переменных может быть за-
менена их общим средним: 
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где 
1 2( , ,..., ).N Nm x x xAgg  

Предложение 1.  (Колмогоров). Если условия 1)–4) 

удовлетворяются, то среднее 
1 2( , ,..., )N Nx x xAgg  

имеет следующую форму:       
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 гдеe K  есть строго монотонная функция.  
       Ниже перечислены частные случае средних по 
Коломогорову. 

      1) Арифметическое среднее ( ( )K x x ): 
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      2) Геометрическое среднее ( ( ) log( )K x x ):  
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       3) Гармоническое среднее (
1( )K x x ): 
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       4) Широко распространенный случай соответст-

вует функции ( ) pK x x , при которой получаются 

степенные средние (средние Гельдера): 
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(4) 

Это семейство представляет интерес поскольку оно 
состоит из множества различных средних, получаю-
щихся при различных значениях p .  

         

II. Основная часть 
 

Введем модель наблюдаемого сигнала   

( ) ( ) ( ),f sx x x

 

(5) 

где ( )s x  полезное серое изображение и ( )x  обо-

значает аддитивный шум, добавленный к полезному 

сигналу ( )s x , в результате чего получается зашум-

ленное изображение ( )f x . Здесь 
2( , )i jx Z  (или 

3( , , )i j kx Z )  - 2D (или - 3D) координаты, обозна-

чающие локализацию соответствующего пикселя  

( )f x .  Если 
2 3,x Z Z , то ( ), ( ),f sx x  и ( )x  - 2D 

или 3D изображения, соответственно. 
     Цель фильтрации – устранения шума в изобра-
жении настолько, насколько это возможно. Это озна-
чает, что нужно найти такой метод оценки полезного 

сигнала ( )s x , при котором оценка ˆ( )s x  в макси-
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мальной степени похожа на полезный сигнал ( )s x .      

В линейном усредняющем 2D  фильтре  с квадрат-

ной скользящей маской
,

( , )
,

M ( , )
m r n r

i j
m r n r

m n   разме-

ром 2 1 2 1N r r , локализованной в точке 

( , )i j , пиксель ( , )f i j  заменяется средним значени-

ем всех пикселей, попавших внутрь этой маски:  
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s i j f m nMean  где ˆ( , )s i j  - оценка сигна-

ла, и 
( , )( , )

( , )
i jm n M

f m n  - обозначает фрагмент изо-

бражения, выделенный из f , движущейся маской 

( , )M i j  
и находящейся в позиции ( , )i j .  

    Когда этот фильтр модифицируется так, что вме-
сто классического среднего вычисляется обобщен-
ное среднее Колмогорова, то получается нелиней-
ный фильтр Колмогорова: 

( , )

( , )

( , )

1

( , )

ˆ( , ) | ( , )

1
( , ) .

i j

i j

m n M

N

m n M

s i j K f m n

K K f m n
N

Kolm

 

(6)  

       Маслов [2] модифицировал четвертую аксиому 
Колмогорова следующим образом: для множества 

весов iw , и множества случайных чисел 
ix , 

1,2,...,i N , и произвольного числа a , должно 

иметь место ограничение: 
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(7)  

где C   - произвольное число, независящее от a . 

Тогда следующее утверждение верно [2]. 
        Предложение 2. Из условия (7) следует, что 

функция ( )K x  имеет форму ( ),K x A xexp  или 

,K x Ax D где числа  и D  - ненулевые.  

       Согласно предложению 2, нелинейное усредне-

ние с весами 
iw  случайных переменных 

1 2, ,..., Nx x x  

имеет форму 
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  Агрегационные фильтры, соответствующие усредне-

нию по Маслову, формируют -параметризованное 

семейство нелинейных фильтров :  
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(8)  

        Хорошо известно [3], что относительно некото-
рых естественных предположений на набор функ-

ций
1 2, ,..., MK K K , усредняющая  функция  
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является обобщенным средним по Колмогорову и 
называется средним по Матковскому [3] .  Оно обо-
значается как  
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       Агрегационные фильтры, ассоциированные со 
средним по Матковскому, формируют новое семей-
ство нелинейных фильтров:      
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Мы определяем новые обобщенные средние Колмо-
горова, Маслова и Матковского следующим образом: 
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Агрегационные фильтры, ассоциированные с этими 

средними, агрегируют K - деформированные пиксе-
ли: 
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Можно показать, что большое число известных не-
линейных фильтров, являются частными случаями 
введенных фильтров. 
 

III. Заключение 

       Мы разработали новые теоретические основы 
для синтеза нелинейных фильтров, основанных на 
различных версиях среднего по Колмогорову. Глав-
ная цель работы – показать, что агрегационные 
фильтры Колмогорова могут быть использованы для 
решения проблем фильтрации изображений в есте-
ственной и эффективной манере.  
       Работа была поддержана грантами РФФИ № 13-
07-12168, РФФИ № 13-07-00785 и грантом МОН РФ t 
№218-03-167 (согласно постановлению МОН РФ № 
02.G25.31.0055 от 12.02. 2013). 
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